
El saber de mis hijos
hará mi grandeza”

UNIVERSIDAD DE SONORA

División de Ciencias Exactas y Naturales

Programa de Posgrado en Matemáticas
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iv







... A Dios
A mi familia

A mis amigos y a las personas que han estado ah́ı
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Abstract

In the present work we study a class of Poisson and Dirac structures on a fibered manifold
M which are compatible with the fiber bundle structure in a natural sense. We will distin-
guish three types of compatibility: partially coupling, almost coupling and coupling. The first
two types generalize the coupling property of Poisson structures around symplectic leaves.
We present a geometric approach for the construction of a wide class of Poisson and Dirac
structures that generalize the results obtained by Vorobev 2001, Vaissman 2004, Dofour and
Wade 2008. The main results that we present are related to the following topics: characte-
ristics subsets in M of compatible Poisson structures, a factorization of the Jacobi identity,
conditions for that gauge transformation of Poisson and Dirac structures preserves the almost
coupling property, a description of global behavior of almost coupling Poisson and unimo-
dularity criteria in the low dimensional cases and similocal equivalence of Poisson structures
around a common symplectic leaf.



viii
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Introducción

El presente trabajo está dedicado al estudio de algunos problemas abiertos de la geometŕıa
de las estructuras Poisson que constituyen un campo de investigación actual.

En términos algebraicos, una estructura de Poisson en una variedad diferencial M se de-
fine como una estructura de álgebra de Lie {, } en el anillo de funciones de clase C∞ la cual
es compatible con el producto puntual de funciones por medio de la regla de Leibniz. Estos
objetos se relacionan con otras estructuras importantes en geometŕıa moderna como es el caso
de los algebroides y grupoides de Lie.

En 1977, A. Lichnerowicz en [42] introdujo una definición “geométrica contravariante” de
estructura de Poisson en términos del cálculo de Schouten para campos tensoriales contrava-
riantes antisimétricos, dando lugar a un estudio sistemático de la geometŕıa de Poisson estre-
chamente relacionado con la teoŕıa de foliaciones singulares en el sentido de Stefan-Sussman.
Concretamente, cada estructura de Poisson {, } está definida por un campo bivectorial Π en
M , llamado tensor de Poisson, que satisface una versión diferencial de la indentidad de Jacobi
que implica la integrabilidad de su distribución caracteŕıstica. En general, esta distribución
integrable resulta singular y su foliación consiste de hojas de dimensión variable las cuales
tienen asociada una estructura simpléctica natural inducida por Π. Aśı, geométricamente,
una variedad de Poisson se puede pensar como una unión de variedades simplécticas (hojas
simplécticas), usualmente de dimensiones variables, dispuestas de una manera suave en la
variedad. Un ejemplo importante de este tipo de foliaciones se presenta como el espacio de
órbitas de la acción coadjunta de un grupo de Lie sobre su coálgebra. En este caso la estruc-
tura simpléctica viene dada por la llamada forma de Kirillov-Kostant-Souriau. A este tipo de
estructuras se les denomina de Lie-Poisson. La interpretación geométrica de las variedades de
Poisson provee una generalización a la categoŕıa de estructuras de Dirac [26]: una variedad
de Dirac es una foliación presimpléctica singular.

En esta tesis desarrollamos un enfoque uniforme para el estudio de una clase natural de
estructuras de Poisson y Dirac que son compatibles con estructuras fibradas. Este tipo de
variedades (fibradas) aparecen frecuentemente como espacios fase para sistemas dinámicos
en diversas aplicaciones f́ısicas [58, 52, 33, 51, 47]. Además, el problema de formas normales
alrededor de subvariedades de Poisson lleva de manera natural al estudio de las estructuras
de Poisson en haces fibrados vectoriales (haces normales) [72, 73, 14, 15, 46].
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En términos geométricos, en un haz fibrado π : M → B, distinguiremos tres tipos de com-
patibilidad. Concretamente, el tensor de Poisson Π se dirá

parcialmente acoplado si
Π\(V◦) ∩ V = {0}, (1)

donde V ⊂ TM es la distribución vertical de π;

casi acoplado, o de casi acoplamiento, si además de ser parcialmente acoplado, existe un
subhaz horizontal (una conexión Ehresmann) H,

TM = H⊕ V, (2)

tal que
Π\(V◦) ⊆ H; (3)

acoplado, o de acoplamiento, si es de casi acoplamiento y el subhaz horizontal H en la
descomposición (2) es maximal en el sentido que

H = Π\(V◦). (4)

Notemos que las estructuras de Poisson de acoplamiento son una subclase de las estructuras
de casi acoplamiento y estas, a su vez, son una subfamilia de las estructuras parcialmente
acopladas.

Estructuras de Poisson Compatibles

Además, observemos que las condiciones (2) y (3) implican que la distribución caracteŕısti-
ca de Π admite una descomposición

CΠ = CΠ
H ⊕ CΠ

V , (5)

donde CΠ
H := Π\(V◦) ⊆ H y CΠ

V := CΠ ∩ V ⊆ V son distribuciones suaves (singulares).

La definición de compatibilidad dada en teŕminos de la condición de acoplamiento (4)
proviene del llamado método de acoplamiento para haces fibrados simplécticos [58, 33]. En
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el art́ıculo [51] este procedimiento de acoplamiento se extendió a una clase especial de haces
vectoriales de Poisson (haces co-adjuntos asociados con haces principales) y se introdujo la
clase de estructuras gauge de Lie-Poisson. En el contexto de la geometŕıa de Poisson semilocal
(alrededor de hojas simplécticas), el método de acoplamiento para haces fibrados de Poisson
fue desarrollado en [72, 73] con algunas generalizaciones en [64, 66, 74, 68, 8, 22, 74].

El estudio de las estructuras de Poisson parcialmente acopladas aún no cuenta con un
buen desarrollo. Un punto de partida para su progreso puede ser la relación que existe entre
las estructuras de Poisson parcialmente acopladas y las conexiones parciales generalizadas
[24, 36, 61]. Concretamente, la primera condición en (3) dice que la distribución singular CΠ

H

es una conexión parcial (generalizada) en M relativa al subhaz vertical V.

El propósito general de este trabajo es estudiar las estructuras de Poisson de casi acopla-
miento en un contexto global, problema que aún no cuenta con un tratamiento completo. Sobre
este objetivo, en particular, presentamos un desarrollo más detallado y general de resultados
que se encuentran en trabajos previos tales como [72, 73, 64, 66, 65, 68]. También abordamos
otro problema interesante que se relaciona con nuestro estudio: la existencia y construcción
de estructuras de Poisson con foliaciones caracteŕısticas predeterminadas, en particular, la
construcción de estructuras de Poisson con Casimires predeterminados [16, 29, 59].

En el Caṕıtulo 3 se dan algunas respuestas a este último problema construyendo estructuras
de Poisson de tipo Flashcka-Ratiu, ver el Teorema 3.2.3 y Corolario 3.2.4. Además se exponen
algunos resultados técnicos en torno al operador traza que utilizamos en caṕıtulos posteriores.

En el Caṕıtulo 4, el cual es uno de los principales de esta tesis, los problemas que aborda-
mos y los resultados que presentamos se pueden resumir en los siguientes términos:

1. Dominio de Acoplamiento. Como anteriormente mencionamos la propiedad de aco-
plamiento parcial es más general que la de casi acoplamiento. Pero, con el Teorema 4.1.6,
mostramos que cada tensor de Poisson Π parcialmente acoplado en una variedad fibrada M
es de casi acoplamiento en un abierto NΠ que es denso en M . Aún más, bajo ciertas condi-
ciones, probamos que existe un abierto “máximo” MΠ ⊆ NΠ con la propiedad: Π|MΠ es de
acoplamiento (ver el Teorema 4.1.14). Este abierto recibe el nombre de dominio de acopla-
miento. En la Proposición 4.2.9 mostramos que si Π es de casi acoplamiento, entonces MΠ es
invariante bajo el flujo de campos Hamiltonianos. En consecuencia, queda foliado por hojas
simplécticas de distintas dimensiones. Se prueba además que la frontera ∂MΠ consiste de
puntos singulares de Π. Pese a lo anterior, notemos que existen estructuras de Poisson de casi
acoplamiento con MΠ = Ø que no necesariamente son verticales.

2. Factorización de la Identidad de Jacobi. Primero, en el Teorema 4.2.3 mostramos
que para un tensor de Poisson de casi acoplamiento Π en M la condición (3) implica una
descomposición tensorial Π = ΠH + ΠV intŕınseca, en el sentido que no depende de la co-
nexión de Ehresmann H en (3) (ver también Teorema 4.1.17). Esta descomposición induce
una factorización de la identidad de Jacobi en cuatro ecuaciones (4.17)-(4.20) para las compo-
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nentes ΠH y ΠV que llamaremos ecuaciones de integrabilidad. La ecuación (4.17) implica que
la componente vertical ΠV es un tensor de Poisson vertical que define una estructura de haz
de Poisson en M (ver el Teorema 4.2.3). En el dominio de acoplamiento MΠ las ecuaciones
(4.17)-(4.20) tienen una interpretación geométrica natural [72, 73], en particular, la ecuación
(4.18) asegura que la conexión H en (3) es de Poisson en MΠ. Esto motiva la pregunta sobre
la extensión de H|MΠ a una conexión de Poisson en todo M . Tener una respuesta afirmativa
a esta pregunta es importante para la aplicación del método de homotoṕıa de Moser a estruc-
turas de Poisson de casi acoplamiento (ver el punto 7). Finalmente, en la Proposición 4.2.5 se
presentan condiciones para que la componente horizontal ΠH sea un tensor de Poisson en M
que se basan en una generalización de la identidad de curvatura para el caso de acoplamiento
[72, 73]. Un estudio más detallado de las ecuaciones de integrabilidad la realizamos para el
caso de variedades fibradas de baja dimensión que se prensenta en ĺıneas posteriores.

3. Simetŕıas de las Ecuaciones de Integrabilidad y Transformaciones Gauge. Por
una simetŕıa de las ecuaciones de integrabilidad entenderemos una transformación que pre-
serva las soluciones de estas ecuaciones. Una clase especial de simetŕıas son inducidas por las
llamadas transformaciones gauge para tensores de Poisson, las cuales se distinguen por pre-
servar cada hoja de la foliación simpléctica y modificar únicamente la estructura simpléctica
sobre la hoja. En general, las transformaciones gauge no preservan la clase de estructuras de
Poisson de casi acoplamiento. Como principal resultado presentamos el Teorema 4.3.2 en el
cual se dan condiciones suficientes para que una transformación gauge preserve la propiedad
de ser de casi acoplamiento. En este contexto, en el Corolario 4.3.4 se dan fórmulas expĺıcitas
para determinar las componentes horizontal y vertical de la transformación gauge de un tensor
de Poisson de casi acoplamiento. Con el Corolario 4.3.5 se presenta una familia de 2-formas
diferenciales que satisfacen de manera natural las condiciones del Teorema 4.3.2. Finalmente,
el Corolario 4.3.7 afirma que esta clase especial de transformaciones gauge dejan invariante el
dominio de acoplamiento. La proposición 4.5.28 es una realización de estas condiciones para
variedades fibradas 5-dimensionales.

4. Procedimiento de Reconstrucción. La idea básica aqúı es construir un tensor de Pois-
son de casi acoplamiento en una variedad fibrada a partir de estructuras de Poisson de este
tipo en la variedad base. En este sentido, con la Proposición 4.4.1, presentamos condiciones
necesarias y suficientes para que en una clase especial de variedades fibradas el levantamien-
to horizontal de tensores de Poisson de casi acoplamiento sea un tensor de Poisson (de casi
acoplamiento). Notemos que el levantamiento horizontal de todo tensor de Poisson posee de
manera automática la propiedad de casi acoplamiento (3).

5. Haces Fibrados Orientables con Bases 2-Dimensionales. En las variedades fibra-
das con base de dimensión dos se pueden construir de una manera expĺıcita estructuras de
Poisson de casi acoplamiento. Concretamente, bajo condiciones de orientabilidad, cada ten-
sor de Poisson de casi acoplamiento Π se corresponde con lo que denominamos un triple de
Poisson (ver la Definición 4.5.2) el cual consiste de una conexión de Ehresmann, una función
escalar global κ y una forma diferencial β. En términos de estos objetos, las ecuaciones de
integrabilidad (4.17)-(4.20) involucran operaciones naturales para formas diferenciales, ver el
Teorema 4.5.1. El dominio de acoplamiento en este caso es MΠ = {κ 6= 0}. Como consecuen-
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cia mostramos que Π es vertical si y solamente si MΠ = Ø. Con esto en cuenta, Π posee el
siguiente comportamiento global: en MΠ es de acoplamiento, en el interior Int(M \MΠ) es
vertical y en la frontera ∂MΠ se cumple una condición de compatibilidad entre la diferencial
dκ y la forma β, ver la Proposición 4.5.8. Por otro lado, probamos que existe una obstruc-
ción cohomológica para que Π sea unimodular en el dominio de acoplamiento MΠ y que en
el interior de su complemento es unimodular de manera automática, ver el Teorema 4.5.11.
Asumiendo que la obstrucción en MΠ no se presenta, en el Teorema 4.5.13 damos condiciones
necesarias y suficientes para que Π sea unimodular de manera global, es decir, para que exista
una forma de volumen en M que es invariante bajo el flujo de los campos Hamiltonianos de Π.

6. Caso Variedades Fibradas de Baja Dimensión. Como aplicación de los resultados
obtenidos en el apartado anterior, realizamos un estudio de variedades fibradas 3, 4 y 5
dimensionales. Para el caso tridimensional probamos que todo tensor de Poisson de casi aco-
plamiento es, o bien vertical, o bien horizontal respecto a una conexión de Ehresmann que
es plana en su dominio de acoplamiento, ver la Proposición 4.5.16. En particular, mostramos
que la fibración de hopf S3 → S2 no admite estructuras de Poisson de acoplamiento. Para el
caso 4-dimensional con base 2-dimensional, suponiendo orientabilidad, vemos que cada tensor
de Poisson de casi acoplamiento se corresponde con un triple de Poisson que en este caso con-
siste de una conexión de Ehresmann y dos funciones escalares globales cuyas diferenciales se
ven involucradas en la realización de las ecuaciones de integrabilidad, ver Proposición 4.5.21.
Además, derivamos condiciones para que permiten construir estructuras de Poisson (de casi
acoplamiento) de tipo Flaschka-Ratiu. Para el caso 5-dimensional con base 2-dimensional,
asumiendo orientabilidad, cada tensor de Poisson de casi acoplamiento se corresponde con
un triple de Poisson que consiste de una conexión de Ehresmann, una función escalar global
y una 1-forma vertical, ver la Proposición 4.5.22. Para al problema de unimodularidad, la
Proposición 4.5.26 y la Proposición 4.5.27 permiten construir ejemplos y contraejemplos de
estructuras de Poisson de casi acoplamiento unimodulares. Además, en términos de los triples
de Poisson, presentamos una construcción expĺıcita de un tipo especial de transformaciones
gauge que preservan la propiedad de casi acoplamiento, ver la Proposición 4.5.28. Utilizando
este tipo de simetŕıas, mostramos una manera de construir triples de Poisson que inducen
una familia de tensores de Poisson de casi acoplamiento que se pueden pensar como deforma-
ciones infinitesimales de un tensor de Poisson de casi acoplamiento dado, ver la Proposición
4.5.29. Este resultado se relaciona con el método de promedios en el cual se utilizan deforma-
ciones infinitesimales de tensores de Poisson verticales [2]. En este sentido, nuestro resultado
se puede considerar una generalización de esta técnica en variedades fibradas 5-dimensionales.

7. Ecuación de Homotoṕıa y Equivalencia de Poisson. El método de homotoṕıa de
Moser proporciona un algoritmo para resolver el problema de equivencia clásica entre dos
tensores de Poisson al menos a nivel (semi) local. El punto clave en este método es resolver
una ecuación para una un campo vectorial dependiente del tiempo que se llama ecuación de
homotoṕıa (4.101). El flujo de tal campo provee la equivalencia deseada. En nuestro trabajo
adaptamos este método a la clase de tensores de Poisson de casi acoplamiento. Finalmente,
probamos que dos tensores de Poisson relacionados por una transformación gauge alrededor
de una hoja simpléctica común son equivalentes alrededor de ella, ver el Teorema 4.6.4. Hemos
de mencionar que este resultado es conocido y que nuestra aportación es formular una versión
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más detallada de un criterio de equivalencia que se presenta en [30, 72, 73, 15]. Los resulta-
dos obtenidos en esta dirección están orientados al problema, importante e interesante, del
estudio las subvariedades de Poisson [46, 15]. En particular, bajo qué condiciones se realiza la
propiedad de casi acoplamiento alrededor de esta clase de subvariedades. Otro problema es el
describir los tipos de subvariedades de Poisson que existen para una estructura (de Poisson)
de casi acoplamiento.

8. Estructuras de Dirac de Casi Acoplamiento. En el Caṕıtulo 5 estudiamos una clase
especial de estructuras de Dirac: las de casi acoplamiento [66, 22, 74, 8, 67]. Presentamos dos
definiciones, una de las cuales implica la existencia de un tensor de Poisson vertical intŕınseco
a la estructura de Dirac de casi acoplamiento en cuestión. Además, se presenta una respuesta
al problema de dar condiciones bajo las cuales las transformaciones gauge para estructuras
de Dirac preserven la propiedad de casi acoplamiento.



Caṕıtulo 1

Preliminares

A lo largo de las secciones de esta tesis M denotará una variedad diferencial real finita
dimensional con dimM = m. Serán T∗M y TM los haces vectoriales cotangente y tangente
sobre M respectivamente. Por C∞M se entenderá el anillo de funciones diferenciables reales en
M y por ΓTM el álgebra de campos vectoriales suaves con la operación [, ] que denota el
corchete de Lie para campos vectoriales

Por Γ∧k T∗M se denotará el C∞M -módulo de k-formas diferenciales en M y por Γ∧k TM el
de k-vectores, k ∈ Z. Por convenio, para k = 0 cada uno de estos módulos coincidirán con
el anillo C∞M y para k < 0, ó k > m, con el módulo trivial {0}. Aśı, se definen

Γ ∧ T∗M :=
⊕
k∈Z

Γ ∧k T∗M y Γ ∧ TM :=
⊕
k∈Z

Γ ∧k TM.

El śımbolo ∧ denota el producto exterior, o producto cuña, en los respectivos módulos.

Las notaciones antes mencionadas se mantendrán a lo largo de las páginas de este trabajo
salvo mención expĺıcita de lo contrario. Los objetos diferenciales con los que se trabajen a lo
largo de las secciones se asumirán de clase C∞.

1.1. Corchetes de Poisson

Una estructura de Poisson en una variedad diferencial M es un corchete de Lie en el anillo
de funciones suaves C∞M el cual es compatible con el producto puntual por medio de la regla
de Leibniz. Esto es, una operación R-bilineal y antisimétrica

{, } : C∞M × C∞M −→ C∞M , (f, g) 7−→ {f, g},

la cual verifica la identidad de Jacobi

{{f, g}, h} + {{g, h}, f} + {{h, f}, g} = 0, (1.1)
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y la regla de Leibniz
{f, gh} = {f, g}h + g{f, h}, (1.2)

para cualesquiera f, g, h ∈ C∞M .

La operación binaria {, } se llama corchete de Poisson. Al par (M, {, }) se le denomina varie-
dad de Poisson y al par (C∞M , {, }) álgebra de Poisson.

Como consecuencia de la regla de Leibniz se tiene que, para cada función h en M , la
aplicación f 7→ {h, f} es una derivación en C∞M . Por tanto, existe un único campo vectorial
Xh ∈ ΓTM , llamado campo Hamiltoniano asociado h, determinado por

LXhf = {h, f}, ∀ f ∈ C∞M . (1.3)

La función h recibe el nombre de función Hamiltoniana, o simplemente, Hamiltoniano.

El conjunto de todos los campos Hamiltonianos forman una subálgebra de Lie del álgebra de
campos vectoriales en M . En efecto, por definición, la asignación h 7→ Xh es R-lineal y por
(1.1) se sigue que

[Xh1 , Xh2 ] = X{h1,h2},

esto es, el corchete de Lie de dos campos Hamiltianos es nuevamente un campo Hamiltoniano.

Por la antisimetŕıa del corchete de Poisson, cada función h resulta una integral primera de su
campo Hamiltoniano asociado, LXhh = 0. Hecho que es conocido en f́ısica como el principio
de conservación de la enerǵıa. El conjunto de todas las integrales primeras de un campo Ha-
miltoniano Xh hereda del corchete de Poisson una estructura de álgebra de Lie conocida como
el álgebra de simetŕıas del campo Xh. El resultado en el cual se fundamenta esta afirmación
se conoce como Teorema de Poisson.

A las funciones cuyo campo Hamiltoniano asociado es nulo se les llama funciones de
Casimir. Aśı, una función K es una función de Casimir para el corchete de Poisson si

{K, f} = 0 para toda f ∈ C∞M . (1.4)

Por definición, el conjunto de todas la funciones de Casimir generan el centro del álgebra de
Poisson (C∞M , {, }) y en consecuencia forman una subálgebra de Lie de éste. Notemos que cada
función de Casimir resulta ser una integral primera de todo campo Hamiltoniano relativo al
corchete {, }.

Como consecuencia de la identidad de Jacobi los campos Hamiltonianos resultan ser una
derivación del corchete de Poisson, esto es, LXh{f, g} = {LXhf, g}+ {f,LXhg}, para cua-
lesquier funciones f, g en M . Esta observación es de particular interés ya que la propiedad
anterior no es exclusiva de estos campos. Por ejemplo, todo campo vectorial deriva trivial-
mente al corchete de Poisson cero, sin embargo, el único campo Hamiltoniano asociado a este
corchete es el campo vectorial nulo.
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Se define como campo de Poisson a todo campo vectorial en M que es una derivación del
corchete de Poisson, es decir, W ∈ ΓTM es un campo de Poisson si

LW {f, g} = {LW f, g}+ {f,LW g}, ∀ f, g ∈ C∞M . (1.5)

El conjunto de todos los campos de Poisson forman una subálgebra de Lie del álgebra de
campos vectoriales en M . Esta subálgebra admite como ideal al conjunto de campos Hamil-
tonianos, es decir, el corchete de Lie entre un campo de Poisson y un campo Hamiltoniano
resulta un campo Hamiltoniano, [W,Xh] = XLW h. En consecuencia, los campos de Poisson
preservan el álgebra de funciones de Casimir, esto es, XLWK = 0 si K es Casimir.

La condición (1.5) para un campo de Poisson W es equivalente a pedir que el flujo FltW de
este campo preserve el corchete de Poisson:

{
(FltW )∗f, (FltW )∗g

}
= (FltW )∗{f, g}, para cua-

lesquiera f, g ∈ C∞M .

Un morfismo de Poisson entre dos variedades de Poisson (M1, {, }1) y (M2, {, }2) es una
función ϕ : M1 → M2 que satisface {ϕ∗f, ϕ∗g}1 = ϕ∗{f, g}2, para cualesquiera f, g ∈ C∞M2

.
En particular, si ϕ es un difeomorfismo esta función se llama isomorfismo de Poisson y las
estructuras {, }1 y {, }2 se dicen equivalentes (isomorfas).

Ahora, dadas dos estructuras de Poisson {, } y {, }′ en una misma variedad diferencial,
la suma de éstas no resulta una estructura de Poisson en general. Cuando śı se dice que estas
dos estructuras forman un par de Poisson y al conjunto de combinaciones lineales generado
por este par

{
c1 {, }+ c2 {, }′ | c1, c2 ∈ R

}
se le llama pincel de Poisson.

1.2. Tensores de Poisson

A mediados de la década de los 70’ A. Lichnerowicz tradujo la noción algebraica de cor-
chete de Poisson a una noción geométrica (contravariante): tensor de Poisson. Proveyendo con
esto una nueva visión de las variedades de Poisson que facilitó el estudio de ciertos aspectos
de estas variedades. En esta sección se presenta una recapitulación de hechos básicos en torno
a este enfoque geométrico. Para esto primero se exponen propiedades generales del corchete
de Schouten-Nijenhuis.

1.2.1. Corchete de Schouten-Nijenhuis

Una extensión del corchete de Lie para campos vectoriales al módulo de campos multivec-
toriales Γ ∧ TM es dada por el corchete de Schouten-Nijenhuis. El cual dota a este módulo
de una estructura de súper-álgebra de Poisson.



14 1.2. Tensores de Poisson

Una manera de interpretar al corchete de Schouten-Nijenhuis es como una operación R-
bilineal,

[[, ]] : Γ ∧a TM × Γ ∧b TM −→ Γ ∧a+b−1 TM, (A,B) 7−→ [[A,B]],

con las siguientes propiedades:

[[A,B]] = −(−1)(a−1)(b−1) [[B,A]], (antisimetŕıa)

[[A, [[B,C]]]] = [[[[A,B]], C]] + (−1)(a−1)(b−1) [[B, [[A,C]]]], (identidad de Jacobi)

[[A,B ∧ C]] = [[A,B]] ∧ C + (−1)(a−1)bB ∧ [[A,C]]. (regla de Leibniz)

En otras palabras, el triple
(

Γ∧TM,∧, [[, ]]
)

es una súper-álgebra de Poisson (de grado −1).

En términos algebraicos, se define el corchete de Schouten-Nijenhuis de dos campos mul-
tivectoriales A ∈ Γ ∧a TM y B ∈ Γ ∧b TM como el único campo (a + b − 1)-multivectorial
[[A,B]] que satisface la igualdad entre operadores diferenciales

i[[A,B]] = [[iA,d], iB] = [LA, iB], (1.6)

donde d : Γ ∧• T∗M → Γ ∧•+1 T∗M denota la diferencial exterior para formas y el pro-
ducto interior de campos multivectoriales y formas diferenciales i• está definido por la regla
iX∧Y = iX ◦ iY , para cualesquiera X,Y ∈ ΓTM .

Nota 1.2.1. Los corchetes en el lado derecho de la primera y segunda igualdad en (1.6)
denotan el conmutador (graduado) de endomorfismos graduados sobre Γ ∧ T∗M . Esto es,
[E1, E2] := E1 ◦E2 − (−1)e1e2 E2 ◦E1, para cualesquier endomorfismos E1 y E2 de grados e1

y e2 respectivamente. /

El corchete de Schouten-Nijenhuis, a diferencia del producto interior, es una operación de
tipo local debido a que los operadores que intervienen en su definición son de este tipo. Es
decir,

[[A,B]]
∣∣
U

= [[A|U , B|U ]], para todo abierto U ⊂ M. (1.7)

También es una operación natural con respecto al pullback,

F ∗[[A,B]] = [[F ∗A,F ∗B]],

para cualquier difeomorfismo local F : M → N . Esta propiedad de naturalidad es heredada
por el corchete de Lie para campos vectoriales. Lo cual se evidencia con la fórmula

[[X1∧· · ·∧Xa, Y1∧· · ·∧Yb]] =
a∑
i=1

b∑
j=1

(−1)i+j [Xi, Yj ]∧X1∧· · ·∧X̂i∧· · ·∧Xa∧Y1∧· · ·∧Ŷj∧· · ·∧Yb,

para cualesquiera Xi, Yj ∈ ΓTM y donde el śımbolo ̂ indica la omisión del término debajo
de él.
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Entre las propiedades adicionales que posee el corchete de Schouten-Nijenhuis las siguientes
serán de utilidad en secciones posteriores:

(a) [[f,A]] = −idfA, para toda f ∈ C∞M ,

(b) [[X,A]] = LXA, para cualquier X ∈ ΓTM .

(c) Para todo campo bivectorial B ∈ Γ ∧2 TM y cualesquier funciones f, g, h ∈ C∞M se
cumple

1
2 [[B,B]](df,dg,dh) = B(B(df, dg),dh) +B(B(dg,dh), df) +B(B(dh,df), dg). (1.8)

Nota 1.2.2. Existen básicamente dos maneras de definir el corchete de Schouten-Nijenhuis en
la literatura. La aqúı presentada coincide con la utilizada en [49, 50, 14, 46] pero difiere con
la empleada en [42, 63]. La diferencia entre estas definiciones es un signo:

[[A,B]] = (−1)a−1 [A,B]SN,

donde [, ]SN denota el corchete de Schouten-Nijenhuis definido en [42, 63]. /

1.2.2. Campos Bivectoriales de Poisson

Como A. Lichnerowicz observó, todo corchete de Poisson depende de la variación a primer
orden de sus argumentos como consecuencia de la regla de Leibniz. Lo que permite pensar a
estos corchetes como campos tensoriales contravariantes de rango 2, es decir, como campos
bivectoriales, que satisfacen una condición de involución con respecto al corchete de Schouten-
Nijenhuis (identidad de Jacobi). Condición que a su vez es equivalente a la integrabilidad de
las respectivas distribuciones caracteŕısticas.

En cada variedad de Poisson M existe una correspondencia uno a uno entre corchetes de
Poisson y campos bivectoriales Π ∈ Γ ∧2 TM que satisfacen la ecuación

[[Π,Π]] = 0. (1.9)

Este tipo de campos bivectoriales reciben el nombre de tensores de Poisson y a la condición
(1.9) se le conoce como identidad de Jacobi. La correspondencia mencionada está definida por
la fórmula

Π(df, dg) = {f, g}, f, g ∈ C∞M .

Con esta fórmula, y por (1.8), se justifica la identidad de Jacobi (1.9) pues es

1
2 [[Π,Π]](df, dg,dh) = {{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+ {{h, f}, g}

para cualesquiera f, g, h ∈ C∞M .
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Notemos que la ecuación (1.9) es una condición local en el sentido (1.7). Luego, la restricción
de un tensor de Poisson a cualquier subconjunto abierto de M es nuevamente un tensor de
Poisson.

En un sistema de coordenadas locales (x1, . . . , xm) en M , la identidad de Jacobi pa-
ra Π = 1

2Πij ∂
∂xi
∧ ∂
∂xj

es equivalente a sistema sobredeterminado de ecuaciones diferenciales
parciales no-lineales de primer orden,

Πis ∂Πjk

∂xs
+ Πjs ∂Πki

∂xs
+ Πks ∂Πij

∂xs
= 0, s = 1, . . . ,m;

para cada i, j, k = 1, . . . ,m. Naturalmente, resolver este sistema de ecuaciones es en extremo
complicado, en general. Por esto es que se han desarrollado, y es importante seguir desa-
rrollando, distintas técnicas para estudiar y construir estructuras de Poisson en variedades
diferenciales arbitrarias.

Foliación Simpléctica. Una manera de generar la geometŕıa que subyace en una variedad
de Poisson es por medio de la distribución singular que induce el tensor de Poisson correspon-
diente, llamada distribución caracteŕıstica. La cual se define, dado un tensor de Poisson Π en
M , por

CΠ := Π\(T∗M) ⊆ TM, (1.10)

donde Π\ : T∗M → TM es el morfismo de haces vectoriales

Π\(α) := iαΠ, α ∈ T∗M ; (1.11)

el cual se extiende a un morfismo entre las respectivas secciones diferenciables.

Proposición 1.2.3 Existe una correspondencia uno a uno entre tensores de Poisson y folia-
ciones simplécticas en M .

El punto clave en esta afirmación es que, debido a la identidad de Jacobi, la distribución
caracteŕıstica de Π resulta integrable en el sentido de Stefan-Sussman y por tanto genera una
foliación singular S de M . Aún más, Π induce por restricción una estructura simpléctica en
cada hoja de S. La colección ω de estas formas simplécticas, que vaŕıan suavemente hoja
a hoja en este caso, se conoce como forma simpléctica foliada. En resumen, cada tensor de
Poisson da lugar a una foliación simpléctica (S, ω) de la variedad M . La dimensión de cada
hoja simpléctica S de la foliación S coincide con el rango del tensor de Poisson,

dimS = rankp Π := rank Π\
p , p ∈ S.

Esto es consecuencia de que, por la definición de variedad integral, es

TpS = CΠ
p .

Es claro que la naturaleza singular de la distribućıon caracteŕıstica CΠ es heradada por
las singularidades de Π. Al respecto, un punto p0 ∈ M se dice un punto regular del tensor
de Poisson Π si la función

p 7−→ rankp Π ≡ const, alrededor de p0.
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En caso contrario, p0 se dirá un punto singular. Aśı, una hoja simpléctica se llama regular si
consiste de puntos regulares y se llama singular si no es regular. Notemos que cada entorno
de un punto singular, y por tanto de cada hoja singular, intersecta a hojas simplécticas de
distinta dimensión. Por otro lado, el conjunto de puntos regulares resulta un abierto denso en
M y en cada componente conexa de este abierto el tensor de Poisson tiene rango constante,
por definición.

Nota 1.2.4. Una variedad de Poisson se llama regular si cada uno de sus puntos es un punto
regular. Se llama singular si no es regular. /

Campos Hamiltonianos y Foliación Simpléctica. Dada un función h ∈ C∞M , el campo
Hamiltoniano Xh asociado a esta función y relativo a un tensor de Poisson Π es dado por

Xh = Π\(dh).

La expresión coordenada de Xh, en una carta (U, xi) de M , es

Xh = −Πij ∂h

∂xj
∂

∂xi
.

Una propiedad importante de los campos Hamiltonianos es el ser generadores de la distribución
caracteŕıstica de Π, esto es,

CΠ = span{Xh |h ∈ C∞M }.
Con esta caracterización, las hojas de la foliación simpléctica (S, ω) inducida por Π son clases
de equivalencia de la siguiente relación binaria de equivalencia de puntos en M : p1 ∼ p2 si y
solamente si p1 y p2 se conectan por una curva suave por pedazos en M compuesta por curvas
integrales de campos Hamiltonianos. Aśı, la forma simpléctica ωS en una hoja S ⊂ S está
determinada por

ωS(Xf |S , Xg|S) = Π(df, dg)|S , f, g ∈ C∞M .

Rećıprocamente, por la “afirmación” hecha al inicio de este apartado, cada foliación
simpléctica en M induce un único tensor de Poisson en la variedad.

Lema 1.2.5 Sea S una foliación en M y ω una 2-forma foliada en S. Entonces, existe
una única estructura de Poisson en M , con foliación simpléctica (S, ω), determinada por el
corchete

{f, g}(p) = ωS
(
Xf |p, Xg|p

)
, p ∈ S ⊂ S,

bajo las siguientes condiciones,

(i) no degeneración y cerradura: para cada hoja ιS : S ↪→M el pullback ωS = ι∗Sω es una
2-forma no degenerada y cerrada en S,

(ii) suavidad: para cada f ∈ C∞M el campo vectorial

M 3 p 7−→ Xf |p ∈ TpS ⊂ TpM

determinado de manera única por la relación iXf |pωS = −dpf es suave.
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Estructura Local de las Variedades de Poisson. Un resultado clásico de la geometŕıa de
Poisson es el Teorema de Descomposición de Weinstein el cual afirma, grosso modo, que cada
variedad de Poisson localmente, alrededor de un punto dado, es el producto de una variedad
simpléctica y una (otra) variedad de Poisson. Este teorema implica, y por tanto generaliza,
el teorema de Darboux el cual asegura que todas las variedades simplécticas de una misma
dimensión son localmente isomorfas, o en otras palabras, que no existen invariantes locales en
geometŕıa simpléctica.

Teorema 1.2.6 (Weinstein Splitting Theorem) Para cada punto p en una variedad de Pois-
son (M,Π) existe un entorno Poisson-difeomorfo al producto (S, ω)× (N,ΠN ), donde (S, ω)
es una variedad simpléctica y (N,ΠN ) es una variedad de Poisson tal que ΠN |p = 0.

En términos más expĺıcitos, si el rango de Π en el punto p es 2r, entonces existe un entorno
coordenado centrado en p (U, q1, . . . , qr, p1, . . . , pr, y1, . . . , ys), con 2r + s = dimM , tal que
en U

Π = ΠS + ΠN ,

con

ΠS =
r∑
i=1

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
y ΠN =

s∑
k<l

Πkl
N (y)

∂

∂yk
∧ ∂

∂yl
,

donde las funciones Πkl
N dependen solamente de las coordendas yi’s y son tales que Πkl

N (0) =
0. De esta descomposición es claro que la estructura simpléctica ω en S es la inducida por el
tensor de Poisson no-degenerado ΠS y que S es la intersección con U de la hoja simpléctica
Sp de dimensión 2r que contiene a p.

Las coordenadas que asegura el Teorema de Descomposición de Weinstein no son únicas. Aún
aśı, los tensores de Poisson ΠN ’s correspondientes resultan isomorfos. Esto permite hablar de
la estructura de Poisson transversal ΠN al punto p.

Objetos Geométricos Asociados a Π. De manera natural todos los objetos asociados a
un corchete de Poisson se pueden expresar en términos del tensor de Poisson correspondiente,
tal como sucede con los campos Hamiltonianos. Sea pues Π un tensor de Poisson en M .

Una función K ∈ C∞M es una función de Casimir para Π si y solamente si

Π\(dK) = 0

En otras palabras, K es una función de Casimir si su diferencial dK pertenece al kernel de
Π, el cual puntualmente se define por

ker Π := {α ∈ T∗M |Π\(α) = 0}.

Aún más, notemos que ker Π =
(
CΠ
)◦

, esto es, el kernel de Π coincide con el anulador de la
distribución caracteŕıstica de este tensor de Poisson.
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Ahora, una manera equivalente de caracterizar a un campo de Poisson W en M es por
medio de la condición

[[W,Π]] = 0.

Esta condición, como se mostrará en ĺıneas posteriores, tiene una interpretación cohomológica.
A saber, que el campo W es un cociclo del complejo inducido por el operador adjunto [[Π, ·]]
del tensor de Poisson Π respecto al corchete de Schouten-Nijenhuis. No es dif́ıcil mostrar que
lo campos Hamiltonianos satisfacen esta ecuación.

Por otro lado, dados dos tensores de Poisson Π1 y Π2 en la variedad M , éstos forman un
par de Poisson si y solamente si

[[Π1,Π2]] = 0.

El conjunto de combinaciones lineales
{
c1Π1 + c2Π2 | c1, c2 ∈ R

}
es el lápiz de Poisson gene-

rado por el par (de Poisson) Π1 y Π2.

Cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Poisson. En cada variedad de Poisson (M,Π) el corchete
de Schouten-Nijenhuis da lugar a la noción de Cohomoloǵıa de Poisson la cual se define como
la cohomoloǵıa del complejo de Lichnerowicz (Γ ∧ TM, δπ), donde

δΠ := [[Π, ·]] : Γ ∧• TM −→ Γ ∧•+1 TM, (1.12)

es el operador de cofrontera,

δ2
Π = 0,

definido por el adjunto de Π respecto al corchete de Schouten-Nijenhuis. Expĺıcitamente, la
k-cohomoloǵıa de Poisson es el cociente

Hk
Π(M) :=

ker δΠ : Γ ∧k TM → Γ ∧k+1 TM

Im δΠ : Γ ∧k−1 TM → Γ ∧k TM
. (1.13)

A los elementes del espacio ker δΠ se les llama k-cociclos mientras que a los elementos del
espacio Im δΠ se les llama k-cofronteras.

En general, los cociclos son una subálgebra graduada de Poisson de la súper-álgebra de
Poisson (Γ ∧ TM,∧, [[, ]]). Las cofronteras son un ideal del espacio de cociclos con respecto
a ambas operaciones, el producto exterior ∧ y el corchete de Schouten-Nijenhuis [[, ]]. En
consecuencia, se tienen un producto y un corchete en el espacio de cohomoloǵıa HΠ(M) bien
definidos:

[A] ∧ [B] := [A ∧B] y
[
[A], [B]

]
:=
[
[A,B]

]
,

para cualesquiera A,B ∈ Γ ∧ TM . Estos productos dotan al espacio HΠ(M) de una estruc-
tura de súper-álgebra graduada de Poisson de grado −1.

El morfismo de haces vectoriales Π\ : T∗M → TM , asociado al tensor de Poisson Π, induce
un morfismo de cohomoloǵıas

\∗Π : HDR(M) −→ HΠ(M), [α] 7−→
[
\∗Πα

]
,
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entre la cohomoloǵıa de De Rham HDR(M) de la variedad M y la cohomoloǵıa de Poisson
HΠ(M), donde \Π : Γ∧T∗M → Γ∧TM es el morfismo (de álgebras) entre formas diferenciales
y campos multivectoriales definido por(

\Πα
)(
β1, . . . , βk

)
:= (−1)a α

(
Π\β1, . . . ,Π\βk

)
, α ∈ Γ ∧k T∗M,

para cualesquiera βi ∈ ΓT∗M . Notemos que \Π es una extensión natural del morfismo Π\

para 1-formas.

Caso k = 0. La cero cohomoloǵıa de Poisson, por definición, es

H0
Π(M) := { f ∈ C∞M | δΠ(f) = −Π\(df) = 0 },

esto es, el espacio de todas las funciones de Casimir para Π.

Caso k = 1. La primera cohomoloǵıa de Poisson, por definición, es

H1
Π(M) :=

{Campos de Poisson}
{Campos Hamiltonianos}

,

Aśı, la primera cohomoloǵıa mide la obstrucción a que todo campo de Poisson sea un campo
Hamiltoniano. En particular, para el caso de cohomoloǵıa trivial, cada campo de Poisson es
tangente a la foliación simpléctica inducida por Π.

Caso k = 3. La segunda cohomoloǵıa de Poisson, por definición, es

H2
Π(M) :=

{
[[Π, P ]] = 0, P ∈ Γ ∧2 TM

}{
P = [[Π, X]], X ∈ ΓTM

} .

En este caso, los 2-cociclos se llaman deformaciones infinitesimales de Π y las 2-cofronteras
deformaciones triviales. Esto se debe a lo siguiente, si P es un 2-cociclo, entonces Π + ε P es
un tensor de Poisson módulo ε2, para cada ε ∈ R,

[[Π + ε P,Π + ε P ]] = ε2 [[P, P ]] = 0 mód ε2.

Si P = [[Π, X]] es una 2-cofrontera, entonces Π + ε P es un tensor de Poisson módulo ε2 que
se obtiene deformando Π mediante el flujo del campo vectorial X,

Π + ε P =
(
φεX
)
∗Π

Por tanto, la segunda cohomoloǵıa de Poisson es un medida de la obstrucción a que cada
deformación infinitesimal de Π provenga del flujo de un campo vectorial en M , es decir, que
sea una deformación trivial.
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Cálculo de Ehresmann en Haces
Fibrados

En esta sección se recordarán algunos hechos básicos sobre las conexiones de Ehresmann
[23] en haces fibrados que se utilizarán en secciones posteriores para el cálculo bigraduado en
variedades fibradas de Poisson. Ver por ejemplo [33, 47, 64, 65, 67].

2.1. Conexiones de Ehresmann. Propiedades Básicas

Una variedad fibrada o haz fibrado es un triple (M,π,B) donde

π : M −→ B

es una submersión sobreyectiva. A la variedad M se le llama espacio total, a π proyección y
a la variedad B base.

La fibra sobre un punto x ∈ B es el conjunto

Mx := π−1(x) ⊂ M,

el cual resulta ser una subvariedad regular cerrada de M con dimensión igual a dimMx =
dimM − dimB.

Nota 2.1.1. La definición de variedad fibrada que aqúı se presenta no implica que las fibras son
difeomorfas entre śı. En particular, no se asegura trivialidad local. Como ejemplo considere
la submersión sobreyectiva π : R2 \ {0} → R definida por π(x, y) = x. En este caso, todas la
fibras de π son difeomorfas a R excepto la fibra π−1(0) la cual es difeomorfa a R \ {0}, que es
una variedad disconexa. /

La unión de los espacios tangentes a las fibras define una distribución regular V en M que
se llama distribución vertical y que se identifica con

V := ker dπ ⊂ TM.
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El anulador de esta distribución se denotará por

V◦ := AnnV ⊂ T∗M.

Notemos que los rangos de estas distribuciones son rankV = dimM − dimB y rankV◦ =
dimB, respectivamente.

Un morfismo de fibrados entre dos variedades fibradas π1 : M1 → B1 y π2 : M2 → B2

es un par de funciones (F, f), con F : M1 →M2 y f : B1 → B2, que hacen conmutar el
siguiente diagrama

M1 M2

B1 B2

F

π1 π2

f

Notemos que la imágen de una fibra Mx bajo F es la fibra Mf(x), para cada x ∈ B. En el
caso particular de ser B1 = B2 y f = idB se dice solamente que F es un morfismo sobre B.

Una conexión de Ehresmman en una variedad fibrada M es un morfismo de fibrados

γ : TM −→ TM tal que Im γ ⊆ V y γ|V = idV.

Notemos que estas condiciones implican que γ2 = γ e Im γ = V. Equivalentemente, una
conexión de Ehresmann es una 1-forma valuada vectorial en M

γ ∈ Ω1(M ;V) tal que γ |ΓV = idΓV.

Por otro lado, una distribución horizontal en M es un subhaz vectorial H ⊂ TM comple-
mentario a la distribución vertical V, es decir, tal que

TM = H⊕ V. (2.1)

Notemos que H es una distribución regular en M con rango igual a rankH = dimB. Aún más,
la descomposición (2.1) induce de manera automática una descomposición del haz contangente
sobre M dada por

T∗M = V◦ ⊕H◦, (2.2)

donde H◦ ⊂ T∗M denota el subhaz anulador de H.

Como es sabido existe una correspondencia uno a uno entre conexiones de Ehresmann
y distribuciones horizontales en M . En efecto, dada una distribución horizontal H en M
se define γ := prV : H⊕ V→ V. Rećıprocamente, dada una conexión de Ehresmann γ ∈
Ω1(M ;V) esta induce una conexión de Ehresmann H en M definida por

H := ker γ. (2.3)
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Expresión Coordenada. En lo que resta de este caṕıtulo, respecto al haz fibrado π : M → B,
serán

b := dimB y r := dimπ−1(x), ∀x ∈ B;

esto es, b será la dimensión de la variedad base B y r la dimensión de las fibras de π. Además,
se fijará(

U ;xi, ya
)

una carta coordenada adaptada a π, i = 1, . . . , b; a = 1, . . . , r; (2.4)

esto es, una carta en la cual π es una proyección estándar, π(x1, . . . , xb, y1, . . . , yr) = (x1, . . . , xb).
Notemos que como consecuencia el conjunto {xi} consiste de coordenadas a lo largo de la base
B y el conjunto {ya} de coordenadas a lo largo de las fibras de π.

Las coordenadas en (2.4) inducen la siguiente base de campos vectoriales y 1-formas dife-
renciales en M

ΓTM = span
{

∂
∂xi
, ∂
∂ya

}
, en particular V = span

{
∂
∂ya

}
;

ΓT∗M = span
{

dxi,dya
}
, en particular V◦ = span

{
dxi
}
.

Aśı, cada conexión de Ehresmann γ en M tiene por representación coordenada

γ =
(
γai dxi + dya

)
⊗ ∂

∂ya . (2.5)

Las funciones γai ∈ C∞M se llaman las componentes de γ y están determinadas por

γai =
〈
dya, γ

(
∂
∂xi

)〉
. (2.6)

Transición entre Conexiones de Ehresmann. Dadas dos conexiones de Ehresmann γ y
γ̃ en M éstas se relacionan por

γ̃ = γ − Ξ, (2.7)

donde Ξ : TM → TM es un morfismo de haces vectoriales con la propiedad

Im Ξ ⊆ V ⊆ ker Ξ. (2.8)

Notemos que esta propiedad implica que Ξ2 = 0. En otras palabras, (2.7) dice que el conjunto
de todas las conexiones en M es un espacio af́ın asociado al espacio vectorial de morfismos Ξ
que satisfacen (2.8).

Las respectivas distribuciones horizontales están relacionadas por

H̃ := ker γ̃ =
(
idTM + Ξ

)
(H), (2.9)

donde H está definido en (2.3). El subhaz anulador de H̃ es dado por

H̃◦ =
(
idT∗M − Ξ∗

)
(H◦), (2.10)
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donde Ξ∗ : T∗M → T∗M es el morfismo dual de Ξ. Notemos que

Im Ξ∗ ⊆ V◦ ⊆ ker Ξ∗. (2.11)

Expresión Coordenada. En una carta coordenada (adaptada) como en (2.4) la expresión de la
1-forma valuada vectorial Ξ en (2.7) es dada por

Ξ = Ξai dxi ⊗ ∂
∂ya , (2.12)

donde las funciones componentes Ξai ∈ C∞M están determinadas por Ξai =
〈
dya,Ξ

(
∂
∂xi

)〉
.

Levantamiento Horizontal de Campos. Sea u un campo vectorial en B. Se define el
levantamiento horizontal de u, respecto a una conexión de Ehresmann γ en M , como el único
campo horizontal horγ u ∈ ΓH en M que está π-relacionado con u, esto es, el único que hace
conmutar el siguiente diagrama

TM TB

M B

dπ

horγ u

π

u ⇐⇒ dπ ◦ horγ u = u ◦ π.

Recordemos que las secciones de una distribución horizontal H se llaman campos horizontales.
Si bien no todo campo horizontal es el levantamiento horizontal de un campo vectorial en la
base B, śı se cumple que estos levantamientos generan el espacio de campos horizontales, es
decir,

ΓH = span{ horγ u |u ∈ ΓTB }. (2.13)

Ahora, dada otra conexión de Ehresmann γ̃ en M definida por (2.7), se sigue de (2.9) que

horγ̃ u = horγ u + Ξ(horγ u). (2.14)

Expresión Coordenada. En una carta coordenada (adaptada) como en (2.4) está bien definido
el levantamiento horizontal de los campos básicos ∂/∂xi en B. La representación coordenada
de estos levantamientos es

horγi ≡ horγ
(
∂
∂xi

)
=

∂

∂xi
− γai

∂

∂ya
, (2.15)

donde γai son las componentes de la conexión de Ehresmann γ definidas en (2.6).

Nota 2.1.2. Por convenio, ∂/∂xi denota los campos básicos asociados a las coordenadas xi

tanto en la variedad fibrada M como en la variedad base B. /

Bases Locales de Campos Vectoriales y 1-Formas Diferenciales. Recordemos que
dada una conexión de Ehresmann γ en M se inducen las descomposiciones (2.1) y (2.2) de los
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haces vectoriales TM y T∗M respectivamente. Respecto a la descomposición (2.1), en una
carta coordenada como en (2.4), se tiene la siguiente base para campos vectoriales

ΓTM = span
{

horγi ,
∂
∂ya

}
, en particular H = span

{
horγi

}
. (2.16)

Análogamente, respecto a la descomposición (2.2) se tiene la siguiente base para 1-formas
diferenciales

ΓT∗M = span
{

dxi, ηaγ
}
, en particular H◦ = span

{
ηaγ
}
, (2.17)

donde las 1-formas ηaγ dependientes de γ se definen por

ηa ≡ ηaγ = γai dxi + dya, (2.18)

con γai las componentes de la conexión de Ehresmann γ definidas en (2.6).

Nota 2.1.3. Naturalmente se tiene una dualidad entre las bases{
horγ1 , . . . ,horγb ,

∂
∂y1 , . . . ,

∂
∂yr

}
dual←→

{
dx1, . . . ,dxb, η1

γ , . . . , η
r
γ

}
/

Es claro que los campos vectoriales hori y las 1-formas diferenciales ηa dependen de la
conexión de Ehresmann γ fijada. Dada otra conexión de Ehresmann γ̃ en M definida por
(2.7) se tiene que el cambio de estos elementos básicos es, respectivamente, dado por

horγ̃i = horγi + Ξai
∂
∂ya y ηaγ̃ = ηaγ − Ξai dxi, (2.19)

donde Ξai son las componentes de la 1-forma valuada vectorial Ξ definidas en (2.12).

Curvatura de una Conexión de Ehresmann. En general, dada una conexión en M ,
el corchete de Lie de dos campos horizontales no es un campo horizontal. Una medida de la
obstrucción a que esto suceda es lo que se conece como curvatura de la conexión de Ehresmann.

La curvatura de una conexión de Ehresmann γ en M es la 2-forma (vectorial) en la base
definida por

Curvγ(u, v) := [horγ u,horγ v]− horγ [u, v], ∀u, v ∈ ΓTB. (2.20)

Notemos que esta forma vectorial valúa en campos verticales en M como consecuencia de
que los campos vectoriales [horγ u,horγ v] y horγ [u, v] están (ambos) π-relacionados con el
corchete [u, v] ∈ ΓTB. Es claro que la curvatura de una conexión es cero si y solamente
si el corchete de Lie de campos horizontales es nuevamente horizontal. Esto equivale a decir
que la distribución horizontal (regular) H asociada a γ es integrable en el sentido de Frobenius.
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Operadores Diferenciales

En ciertos casos resulta conveniente pensar a la 2-forma de curvatura como una forma
vectorial en M . Esto se realiza definiendo la 2-forma valuada vectorial Rγ ∈ Ω(M ;V) por

Rγ(horγ u,horγ v) := Curvγ(u, v) y Rγ(X, ·) = 0, ∀X ∈ ΓV. (2.21)

Esto permite dar una definición de curvatura en términos del corchete de Frölicher-Nijenhuis
[50],

Rγ := 1
2 [γ, γ]FN,

la cual se puede adaptar a variedades foliadas (regulares), no necesariamente fibradas.

Ahora, dada otra conexión de Ehresmann γ̃ en M , por (2.14), se tiene la siguiente regla
de transición para la curvatura

Curvγ̃
(

horγ̃ u1, horγ̃ u2

)
= Curvγ

(
horγ u1,horγ u2

)
+
[

Ξ(horγ u1),Ξ(horγ u2)
]
− Ξ

[
horγ u1, horγ u2

]
+
[

Ξ(horγ u1),horγ u2

]
+
[

horγ u1,Ξ(horγ u2)
]

(2.22)

Expresión Coordenada. En una carta coordenada (adaptada) como en (2.4) la expresión de la
2-forma de curvatura de γ defininida en (2.20) es dada por

Curvγ = 1
2 C

a
ij dxi ∧ dxj ⊗ ∂

∂ya , i, j = 1, . . . , b;

donde las funciones Caij ∈ C∞M (dependientes de γ) se llaman las componentes de la curvatura
y están determinadas por

Caij =
〈
dya,Curvγ

(
horγi ,horγj

)〉
,

o en términos más expĺıcitos Caij = Lhorjγ
a
i − Lhoriγ

a
j , donde γai son las componentes de la

conexión de Ehresmann γ definidas en (2.6).

Dada otra conexión de Ehresmann γ̃ en M , definida por (2.7), la expresión en las coordenadas
(2.4) de la 2-forma de curvatura asociada a esta conexión es Curvγ̃ = 1

2 C̃
a
ij dxi ∧ dxj ⊗ ∂

∂ya ,

donde las funciones componentes C̃aij son dadas por

C̃aij = Caij − Ξei L ∂
∂ye

(
γaj − Ξaj

)
+ Ξej L ∂

∂ye

(
γai − Ξai

)
+ Lhorγi

Ξaj − Lhorγj
Ξai ,

con e = 1, . . . , r; y donde γak y Ξek son las componentes de la conexión de Ehresmann γ
y de la 1-forma valuada vectorial Ξ en (2.6) y (2.12) respectivamente.

2.2. Bigraduación de Campos Multivectoriales, Formas Dife-
renciales y Operadores Diferenciales

Dada una conexión de Ehresmann γ en M , las descomposiciones (2.1) y (2.2) inducen una
descomposición Z-bigraduada de los módulos de campos multivectoriales y formas diferenciales
en M dependiente de γ,
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Γ ∧k TM =
⊕
i+a=k

Γ ∧i,a TM y Γ ∧k T∗M =
⊕
i+a=k

Γ ∧i,a T∗M, (2.23)

donde

Γ ∧i,a TM := Γ ∧i H⊗ Γ ∧a V y Γ ∧i,a T∗M := Γ ∧i V◦ ⊗ Γ ∧a H◦.

A los elementos de estos dos últimos espacios se les llama campos multivectoriales y formas di-
ferenciales de bigrado (i, a) respectivamente. A los campos multivectoriales con bigrado (•, 0)
se les llama horizontales y a los con bigrado (0, •) verticales, la terminoloǵıa para formas di-
ferenciales es análoga. Por comodidad, el bigrado de un campo multivectorial o de una forma
diferencial se escribirá como sub́ındice de éstos, por ejemplo, Ai,a ó αi,a.

De manera expĺıcita, las descomposiciones (2.23) dicen que, en particular, todo A ∈ Γ∧k TM
se puede expresar como una suma (finita) de campos multivectoriales bigraduados,

A = Ak,0 + Ak−1,1 + · · ·+ A1,k−1 + A0,k, (2.24)

Notemos que, por definición, es

Ai,a = 0, si i > rankH, a > rankV ó i, a > k.

Para una forma diferencial α ∈ Γ ∧k T∗M la descomposición (2.24) es análoga y de manera
similar αi,a = 0, si i > rankV◦, a > rankH◦ ó i, a > k.

Es claro que las descomposiciones en (2.23) y (2.24) dependen de la conexión de Ehresmann
fijada. En general, resulta complicado escribir reglas de transición entre las descomposiciones
bigraduadas asociadas a conexiones de Ehresmann distintas. Aún aśı, para el caso de campos
vectoriales, campos bivectoriales y 1-formas diferenciales tal descripción es realizable.

Bases Locales de Campos Multivectoriales y Formas Diferenciales. Dada una co-
nexión de Ehresmann γ en M las bases para campos vectoriales y 1-formas diferenciales en
(2.16) y (2.17) inducidas por esta conexión permiten construir una base para campos multi-
vectoriales y formas diferenciales en M que se corresponde con la descomposición bigraduada
de éstos definida en (2.23).

Respecto a la descomposición (2.23), en una carta coordenada como en (2.4), se tiene la
siguiente base para campos multivectoriales de bigrado (k, l)

Γ ∧k,l TM = span
{

horγi1 ∧ · · · ∧ horγik ∧
∂

∂yi1
∧ · · · ∧ ∂

∂yil

}
, (2.25)

en particular,

Γ ∧k H = span
{

horγi1 ∧ · · · ∧ horγik

}
y Γ ∧l V = span

{
∂

∂yi1
∧ · · · ∧ ∂

∂yil

}
;

con los ı́ndices i1, . . . , ik = 1, . . . , b; e i1, . . . , il = 1, . . . , r.
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Análogamente, respecto a la descomposición (2.23) se tiene la siguiente base para formas
diferenciales de bigrado (k, l)

Γ ∧k,l T∗M = span
{

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ ηi1 ∧ · · · ∧ ηil
}
,

con i1, . . . , ik = 1, . . . , b; e i1, . . . , il = 1, . . . , r. En particular,

Γ ∧k V◦ = span
{

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik
}

y Γ ∧l H◦ = span
{
ηi1 ∧ · · · ∧ ηil

}
.

con los ı́ndices i1, . . . , ik = 1, . . . , b; e i1, . . . , il = 1, . . . , r.

Transición de la Bigraduación de Campos y Formas. Sean γ y γ̃ dos conexiones de
Ehresmann en M relacionadas por (2.7) y (2.8). Sean H y H̃ las respectivas distribuciones
horizontales definidas por (2.3) y (2.9) (respectivamente).

Por (2.23) se tienen dos descomposiciones bigraduadas para el módulo de campos vecto-
riales en M : ΓTM = ΓH⊕ ΓV y ΓTM = ΓH̃⊕ ΓV. Para cada X ∈ ΓTM sean

X = X1,0 +X0,1, bigraduación respecto a γ,

X = X̃1,0 + X̃0,1, bigraduación respecto a γ̃.

Entonces, por (2.9), se tiene que

X̃1,0 = X1,0 + Ξ(X1,0) y X̃0,1 = X0,1 − Ξ(X1,0).

Análogamente, por (2.23), se tienen dos descomposiciones bigraduadas para el módulo
de formas diferenciales en M : ΓT∗M = ΓV◦ ⊕ ΓH◦ y ΓT∗M = V◦ ⊕ ΓH̃◦. Para cada α ∈
ΓT∗M sean

α = α1,0 + α0,1, bigraduación respecto a γ,

α = α̃1,0 + α̃0,1, bigraduación respecto a γ̃.

Entonces, por (2.10), se tiene que

α̃1,0 = α1,0 − Ξ∗(α1,0) y α̃0,1 = α0,1 + Ξ∗(α1,0).

Transición de la Bigraduación para Campos Bivectoriales. Sean γ y γ̃ dos conexiones
de Ehresmann en M relacionadas por (2.7) y (2.8). Dado un campo bivectorial Π ∈ Γ∧2 TM ,
sean

Π = Π2,0 + Π1,1 + Π0,2, bigraduación respecto a γ, (2.26)

Π = Π̃2,0 + Π̃1,1 + Π̃0,2, bigraduación respecto a γ̃. (2.27)
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Lema 2.2.1 Las componentes de las descomposiciones bigraduadas (2.26) y (2.27) de un
campo bivectorial Π en M se relacionan por medio de las siguientes ecuaciones (lineales)

Π̃\
2,0 =

(
idTM + Ξ

)
◦Π\

2,0 ◦
(
idT∗M + Ξ∗

)
, (2.28)

Π̃\
1,1 =

(
idTM + Ξ

)
◦
(

Π\
1,1 − Ξ ◦Π\

2,0 −Π\
2,0 ◦ Ξ∗

)
◦
(
idT∗M + Ξ∗

)
, (2.29)

Π̃\
0,2 = Π\

0,2 − Ξ ◦Π\
1,1 −

(
Π\

1,1 − Ξ ◦Π\
2,0

)
◦ Ξ∗, (2.30)

donde Ξ∗ : T∗M → V◦ es el morfismo dual de Ξ.

Demostración. Sea (U, xi, ya) una carta coordenada adaptada a la fibración π tal como en
(2.4). En esta carta, respecto a la base (2.25), la descomposición bigraduada (2.26) de Π es
dada por

Π = 1
2 Πij horγi ∧horγj + Πia horγi ∧

∂
∂ya + 1

2 Πab ∂
∂ya ∧

∂
∂yb

,

con Π2,0 = 1
2 Πij horγi ∧horγj , Π1,1 = Πia horγi ∧

∂
∂ya y Π0,2 = 1

2 Πab ∂
∂ya ∧

∂
∂yb

. Luego, usan-

do las foŕmulas en (2.19) y después de algunos cálculos directos, se tiene que las componentes
bigraduadas de la descomposición (bigraduada) de Π en (2.27) son dadas por

Π̃2,0 = Π2,0 + Πij Ξaj horγi ∧
∂
∂ya + 1

2 Ξai Πij Ξbj
∂
∂ya ∧

∂
∂yb

,

Π̃1,1 = Π1,1 − Πij Ξaj horγi ∧
∂
∂ya −

(
Πia Ξbi + Ξai Πij Ξbj

)
∂
∂ya ∧

∂
∂yb

,

Π̃0,2 = Π0,2 +
(

Πia Ξbi + 1
2 Ξai Πij Ξbj

)
∂
∂ya ∧

∂
∂yb

.

Estas igualdades implican (2.28)-(2.30) respectivamente. 2

Corolario 2.2.2 La componente Π̃1,1 en (2.27) es cero si y solamente si

Π\
1,1|V◦ = Ξ ◦Π\

2,0|V◦ (2.31)

Demostración. Notemos que Ξ2 = 0, por (2.8). Esto implica que el morfismo (idTM + Ξ) es

invertible. Por tanto, de (2.29), se sigue que Π̃1,1 = 0 si y solamente si Π\
1,1 = Ξ◦Π\

2,0 +Π\
2,0 ◦

Ξ∗. Esta igualdad, debido a la descomposición (2.1), es equivalente a (2.31) por ser Π\
1,1 un

morfismo antisimétrico. 2

Notemos que por la antisimetŕıa del morfismo Π\
1,1 la condición (2.31) es equivalente a

Π\
1,1|H◦ = Π\

2,0 ◦ Ξ∗|H◦

Corolario 2.2.3 El rango de la componente Π2,0 en (2.26) es independiente de γ.

Demostración. Esta afirmación es consecuencia de que el morfismo (idTM + Ξ) en (2.28) es
invertible, por ser Ξ2 = 0 debido a (2.8). 2
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Operadores Diferenciales

Bigraduación de Operadores Diferenciales. Cada conexión de Ehresmann en M no solo
induce una bigraduación en lo haces tangente y cotangente como en (2.23) si no también una
bigraduación en los operadores diferenciales que actúan sobre los módulos de campos multi-
vectoriales y formas diferenciales.

Sea γ una conexión de Ehresmann en M . Un operador diferencial T sobre el módulo de
campos multivectoriales se dice de bigrado (j, b), respecto a γ, si

T
(
Γ ∧i,a TM

)
⊆ Γ ∧i+j,a+b TM.

El bigrado de T se escribirá como sub́ındice de éste: Tj,b. La terminoloǵıa y la notación es
análoga para operadores diferenciales sobre el módulo de formas diferenciales. Es inmediato
comprobar que la composición de un operador diferencial de bigrado (j, b) con un operador
diferencial de bigrado (j′, b′) es un operador diferencial de bigrado (j + j′, b+ b′).

A continuación, se presentan bigraduaciones de algunos operadores diferenciales conocidos.

Corchete de Schouten-Nijenhuis. Sean A = Ai,a y B = Bj,b dos campos multivectoriales de
bigrados (i, a) y (j, b) respectivamente. El corchete de Schouten-Nijenhuis de A y B, que es
un campo multivectorial de grado (i+ j + a+ b− 1), tiene por descomposición bigraduada
respecto a la conexión γ

[[A,B]] = [[A,B]]i+j, a+b−1 + [[A,B]]i+j−1, a+b + [[A,B]]i+j−2, a+b+1 (2.32)

Producto Interior. Dado un campo multivectorial A en M de bigrado (j, b) la inserción de
éste en formas diferenciales es un operador diferencial de bigrado (−j,−b),

iA
(
Γ ∧i,a T∗M

)
⊆ Γ ∧i−j,a−b T∗M,

el cual resulta una derivación del producto exterior para formas diferenciales.

Análogamente, dada una forma diferencial α en M de bigrado (j, b) la inserción de ésta
en campos multivectoriales es un operador diferencial de bigrado (−j,−b),

iα
(
Γ ∧i,a TM

)
⊆ Γ ∧i−j,a−b TM.

el cual resulta una derivación del producto exterior para campos multivectoriales.

Diferencial Exterior. La descomposición bigraduada respecto a γ de la diferencial exterior
para formas es

d = d1,0 + d2,−1 + d0,1, (2.33)

donde cada uno de los términos di,a resulta ser una derivación del producto exterior para
formas diferenciales. La condición de cofrontera d2 = 0 implica las siguientes relaciones entre
las componentes bigraduadas [62],

d2
1,0 + d2,−1 ◦ d0,1 + d0,1 ◦ d2,−1 = 0, (2.34)
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d1,0 ◦ d0,1 + d0,1 ◦ d1,0 = 0, (2.35)

d2
0,1 = 0. (2.36)

En particular, se tiene que el operador d0,1 es de cofrontera.

2.3. Conexiones de Poisson

Una variedad fibrada M se llama haz de Poisson si admite una estructura de Poisson (no
trivial) por fibras la cual vaŕıa suavemente de una a otra. O de manera equivalente, si admite
una estructura de Poisson vertical P ∈ Γ ∧2 V.

Una conexión de Ehresmann γ en un haz de Poisson (M,P ) se dice una conexión de
Poisson si

Lhorγ uP = 0, ∀u ∈ ΓTB. (2.37)

Nota 2.3.1. La existencia de conexiones de Poisson se asegura en haces fibrados localmente
triviales y en haces fibrados que admiten una estructura de Poisson de acoplamiento [72]. /

Como consecuencia de la definición (2.37), por (2.13), se tiene que

(LXP )0,2 = 0, ∀X ∈ ΓH,

donde la bigraduación es con respecto a la conexión γ.

Otra de las propiedades principales de las conexiones de Poisson es que la curvatura toma
valores en los campos de Poisson verticales, esto es,

Curvγ(u, v) ∈ Poiss(M,P ), ∀u, v ∈ ΓB.

Aśı, los campos verticales Curvγ(u, v) son una clase especial de campos de Poisson para P .

Una cuestión que surge de manera natural es el generar conexiones de Poisson a partir de
una dada. Usando (2.7) y por la definición (2.37) de conexión de Poisson se tiene la siguiente
respuesta.

Lema 2.3.2 Si γ es una conexión de Poisson en M , entonces γ̃ = γ + P \ ◦ (dµ)[ es otra
conexión de Poisson en M , para cada µ ∈ ΓV◦.

Demostración. Recordemos que dos conexiones de Ehresmann γ y γ̃ se relacionan por (2.7) y
(2.8). En este caso es claro que si se define Ξ = −P \ ◦ (dµ)[, entonces Ξ satisface (2.8). Ahora,
por (2.14), se sigue que γ̃ es una conexión de Poisson si y sólo si [[P \

(
〈dµ,horγ u〉

)
, P ]] = 0,

para todo u ∈ ΓTB. Lo cual se verifica con cálculo directo por la definición (1.6) del corchete
de Schouten-Nijenhuis. 2
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Caṕıtulo 3

Tensores de Poisson en Variedades
Orientables

En este caṕıtulo se abordan dos problemas de la geometŕıa de Poisson: la construcción de
una estructura de Poisson que admita como funciones de Casimir un conjunto dado de fun-
ciones y la formulación de criterios de unimodularidad [39, 31, 76, 32, 16, 53]. En las secciones
siguientes se presentan respuestas parciales a estos problemas empleando como estrategia el
uso de formas diferenciales y la aplicación del cálculo de Koszul, en particular, herramientas
tales como el operador traza [39].

Una de las ventajes que se tiene al trabajar en variedades orientables es poder reempla-
zar el cálculo contravariante, es decir, con campos multivectoriales, por el cálculo con formas
diferenciales (covariante). Facilitando aśı ciertas operaciones empleadas en el estudio de las
estructuras de Poisson. En particular, se puede prescindir del corchete de Schouten-Nijenhuis
y en su lugar utilizar operadores tales como la derivada de Lie para formas diferenciales.

3.1. Tensores de Poisson y Formas Diferenciales

Es bien sabido que en cada superficie todo campo bivectorial es un tensor de Poisson.
En particular, en superficies orientadas estos tensores se parametrizan por funciones escalares
suaves. En variedades tridimensionales lo anterior ya no ocurre, en general. Lo que śı sucede
es que bajo condiciones de orientabilidad la identidad de Jacobi para un tensor de Poisson es
equivalente a la condición de integrabilidad de una 1-forma diferencial cuyo kernel determina
la distribución caracteŕıstica del tensor. En esta sección se presenta una generalización de esta
situación a variedades orientables de dimensión arbitraria.

Sea M una variedad m-dimensional orientada con una forma de volumen Ω. Como es
sabido esta forma de volumen establece una correspondencia uno a uno entre campos multi-
vectoriales y formas diferenciales en M . En particular, cada campo bivectorial Π ∈ Γ ∧2 TM
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induce una forma diferencial ρ ∈ Γ ∧m−2 T∗M definida por

ρ := iΠΩ. (3.1)

Es inmediato comprobar que la asignación Π 7→ % es un isomorfismo C∞M -lineal que clara-
mente depende de la elección de una forma de volumen. La inversa de este isomorfismo es
dada por % 7→ iρQ, donde Q ∈ Γ ∧m TM denota el campo multivectorial (volumen) dual de
Ω, esto es, el único tal que

iQΩ = 1. (3.2)

En este contexto, la idea general es determinar condiciones para una forma diferencial
ρ bajo las cuales el campo bivectorial Π en (3.1) defina una estructura de Poisson en M .
Después, describir las propiedades y los objetos geométricos asociados a Π en términos de la
forma ρ.

Proposición 3.1.1 Sea M una m-variedad orientada con una forma de volumen Ω. Dada
una (m− 2)-forma diferencial ρ, el campo bivectorial Π definido por (3.1) es un tensor de
Poisson en M si y sólo si

diiρQρ − 2 iiρQdρ = 0, (3.3)

donde Q ∈ Γ ∧m TM está definido en (3.2).

Demostración. Por la definición (1.6) del Corchete de Schouten-Nijenhuis se sigue que

i[[Π,Π]]Ω = 2 iΠdiΠΩ − diΠiΠΩ

= 2 iΠdρ − diΠρ.

Ahora, por (3.2), notemos que es Π = iρQ. Con esto se concluye que la condición [[Π,Π]] = 0
es equivalente a la ecuación (3.3). 2

Nota 3.1.2. En el caso 3-dimensional, la forma ρ en (3.1) es una 1-forma diferencial y la
ecuación (3.3) es equivalante a la condición de integrabilidad dρ ∧ ρ = 0. Este hecho es
bastante conocido en la geometŕıa de Poisson [21]. /

A partir de este momento se supondrá que ρ es tal que satisface (3.3) y Π será el tensor
de Poisson determinado por esta forma diferencial v́ıa la fórmula (3.1) .

El corchete de Poisson asociado a Π de dos funciones en M es dado por

{f, g} = − df ∧ dg ∧ ρ
Ω

, f, g ∈ C∞M .

Aqúı, la expresión ζ/Ω denota la única función a ∈ C∞M que satisface ζ = aΩ, con ζ una
forma diferencial de grado máximo. Esta notación se mantendrá a lo largo de este texto.
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La distribución caracteŕıstica del tensor de Poisson Π en este caso es dada por

CΠ = { idf∧ρQ | f ∈ C∞M } .

En consecuencia, el kernel de Π está determinado por

ker Π = {α ∈ T∗M | α ∧ ρ = 0 }. (3.4)

Para cada función h ∈ C∞M , el campo Hamiltoniano asociado a h y relativo al tensor de
Poisson Π es dado por

Xh = idh∧%Q.

En consecuencia, una función c ∈ C∞M es una función de Casimir de Π si y solamente si

dc ∧ % = 0. (3.5)

Por otro lado, la condición [[W,Π]] = 0 para que un campo vectorial W en M sea un
campo de Poisson para Π es equivalente a que

LWρ = (divΩW ) ρ,

donde divΩW ∈ C∞M denota la divergencia del campo W respecto a la forma de volumen Ω,
esto es, la única función que satisface LWΩ = (divΩW ) Ω. En particular, un campo W con
divergencia cero es un campo de Poisson para Π si y solamente si preserva la forma diferencial
ρ, es decir, LWρ = 0.

Nota 3.1.3. La condición (3.3) para ρ es equivalente a LXfρ = (divΩXf ) ρ, ∀ f ∈ C∞M . Lo
que confirma que todo campo Hamiltoniano es un campo de Poisson. /

3.2. Estructuras de Poisson con Casimires Predeterminadas

En esta sección se aborda el problema de construir una estructura de Poisson que ad-
mita como funciones de Casimir globales un conjunto dado de funciones. Para esto primero
se presenta una familia de tensores de Poisson que generaliza a las llamadas estructuras (de
Poisson) de Flaschka-Ratiu [16] .

Como antes, sea M una m-variedad orientada con una forma de volumen Ω. Primero, por
definición, un tensor de Poisson de Flaschka-Ratiu Ψ está determinado por un conjunto de
m− 2 funciones suaves Ki en M mediante la igualdad

iΨΩ = dK1 ∧ · · · ∧ dKm−2. (3.6)

Por (3.5), cada una de las funciones Ki resulta una función de Casimir de Ψ, en consecuencia,
la foliación simpléctica que induce consiste de hojas con dimensión 0 y 2. En particular, en
el abierto de rango máximo, la distribución caracteŕıstica de Ψ coincide con la intersección
∩ ker dKi de las diferenciales de las funciones Ki.
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Nota 3.2.1. Un tensor de Poisson se dice de tipo Flaschka-Ratiu si tiene rango igual a 0 y 2.
En particular, todo tensor de Poisson en una variedad tres dimensional es de este tipo. /

Dada una colección α1, . . . , αm−2 de 1-formas diferenciales en M , debido al isomorfis-
mo (3.1), existe un único campo bivectorial Π determinado por iΠΩ = α1 ∧ · · · ∧ αm−2. La
distribución caracteŕıstica de este campo bivectorial es

CΠ =

{
{0} si α1, . . . , αm−2 son dependientes,

∩ kerαi si α1, . . . , αm−2 son independientes.

El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para que esta distribución sin-
gular sea integrable. O en otras palabras, para que Π defina una estructura de Poisson en M .

Proposición 3.2.2 Sea M una m-variedad orientada con una forma de volumen Ω. Dadas
α1, . . . , αm−2 ∈ ΓT∗M , el campo bivectorial Π definido por

iΠΩ = α1 ∧ · · · ∧ αm−2 (3.7)

es un tensor de Poisson en M si y sólo si

dαi ∧ α1 ∧ · · · ∧ αm−2 = 0, (3.8)

para cada i = 1, . . . ,m− 2.

Demostración. Sea ρ = iΠΩ. Notemos que αi∧ρ = 0, para cada i = 1, . . . ,m− 2. Luego, por
(3.4), es αi ∈ ker Π. Esto implica que iΠρ = 0. Asi, por (3.3), se tiene que Π es un tensor de
Poisson si y solamente si iΠdρ = 0. Esta ecuación, observando que dρ =

∑m−2
i=1 (−1)i+1 dαi ∧

α1 ∧ · · · α̂i ∧ · · · ∧ αm−2, es equivalente al sistema (3.8). 2

Este resultado ya es conocido para el caso de estructuras de Poisson regulares. Aqúı la di-
ferencia radica en que Π definido por (3.7) es singular, es decir, de rango variable. Lo que
ocasiona que la integrabilidad de su distribución caracteŕıstica ya no resulte evidente.

Notemos que si las 1-formas αi son cerradas el campo bivectorial Π en (3.7) define un
tensor de Poisson de manera automática. En particular, para 1-formas globalmente exactas
se recuperan los tensores de Poisson de Flaschka-Ratiu definidos en (3.6). Notemos que en
el abierto donde las 1-formas αi son independientes la condición (3.8) no es más que la con-
dición de integrabilidad de Frobenius aplicado a la distribución de campos vectoriales ∩ kerαi.

Ahora, por construcción y de (3.4), se cumple que

ker Π = span
{
α1, . . . , αm−2

}
en el abierto

{
αi independientes

}
.

En consecuencia el rango de Π es
rank Π = 0, 2,

es decir, Π es un tensor de Poisson de tipo Flaschka-Ratiu.
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La foliación simpléctica inducida por Π consiste de puntos y hojas (simplécticas) 2-
dimensionales. De esto se sigue que la variedad M admite una descomposición M = A ∪
∂A ∪ (M \A) donde A ⊆M es un abierto foliado por hojas simplécticas de dimensión 2, la
frontera de este abierto coincide con el conjunto de puntos singulares de Π y en su exterior
M \A es Π trivial (cero).

Una pregunta aún por contestar es el generalizar la Proposición 3.2.2. Esto es, dar con-
diciones bajo las cuales una forma diferencial ρ = α1 ∧ · · · ∧ αs ∧ β induce un tensor de
Poisson, donde las αi son 1-formas diferenciales y β es una forma tal que α∧β 6= 0 para cada
α ∈ ΓT∗M no nula.

Funciones de Casimir Predeterminadas. A continuación, con base en la Proposición
3.2.2, se presenta un resultado que provee una manera de construir una estructura de Poisson
que admita como Casimires globales un conjunto dado de funciones. Para esto, recordemos
que una k-forma diferencial β se dice localmente descomponible si β = β1∧ · · · ∧βk alrededor
de cada punto en M para algunas 1-formas βi.

Teorema 3.2.3 Sea M una m-variedad orientada con una forma de volumen Ω y K1, . . . ,Ks ∈
C∞M , con s < m− 2. Si β ∈ Γ∧m-s-2 T∗M es cerrada y localmente descomponible, entonces
el campo bivectorial Π definido por

iΠΩ = dK1 ∧ · · · ∧ dKs ∧ β (3.9)

es un tensor de Poisson en M que tiene a cada Ki como función de Casimir.

Demostración. Por ser β localmente descomponible, en cada carta coordenada de M es
ρ = iΠΩ de la forma (3.7). Por ser β cerrada las condiciones (3.8) se satisfacen de mane-
ra automática. Aśı, por la Proposición 3.2.2, se concluye que Π es un tensor de Poisson. El
que cada Ki sea una función de Casimir para Π se sigue de (3.5). 2

Notemos que el rango del tensor de Poisson Π en (3.9) en general toma valores entre

0 ≤ rank Π ≤ m− s.

Sin embargo, la condición para β de ser localmente descomponible en el Teorema 3.2.3 implica
que Π tiene rango 0 y 2, es decir, es un tensor de Poisson de tipo Flaschka-Ratiu. Luego, la
foliación simpléctica que induce consiste de puntos y hojas 2-dimensionales. Debido a esto,
surge la cuestión de dar condiciones para β de manera que Π posea una geometŕıa más rica
en el sentido que la foliación simpléctica que induzca no consista solamente de hojas con di-
mensión a lo más dos.

Otra observación al Teorema 3.2.3 es que el tensor de Poisson Π en (3.9) puede admitir
más funciones de Casimir (globales). Por esto, otra cuestión que surge es construir una es-
tructura de Poisson cuyo espacio de funciones de Casimir sea generado por un conjunto dado
de funciones.
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Corolario 3.2.4 (del Teorema 3.2.3) Si β, además de ser cerrada y localmente descomponible,
es tal que α ∧ β 6= 0 para cada α ∈ ΓT∗M no nula, entonces el espacio de funciones de
Casimir globales de Π es generado por las funciones K1, . . . ,Ks.

Demostración. Si α∧β 6= 0 para cada α ∈ ΓT∗M no nula, entonces no puede ser β = α0 ∧ β̃
(globalmente) para alguna 1-forma α0 en M . En particular, no puede ser β = df ∧ β̃ (glo-
balmente) para alguna f ∈ C∞M . Por tanto, la forma diferencial en (3.9) ya no admite factori-
zación por 1-formas salvo las diferenciales dKi. Esto implica, por (3.4) y (3.5), que el espacio
de funciones de Casimir globales de Π es generado por K1, . . . ,Ks. 2

Nota 3.2.5. En [16, 29, 25] se encuentran algunos resultados obtenidos para el problema de
construcción de estructuras de Poisson con foliaciones caracteŕısticas predeterminadas. En [16]
se construyen en variedades casi-simplécticas estructuras de Poisson cuyo espacio de Casimires
es generado por un conjunto dado de funciones independientes. En [29] se construyen estruc-
turas de Poisson en variedades 4-dimensionales que tienen por foliación caracteŕıstica una
fibración de Lefschetz singular y en [25] estructuras de Poisson en variedades 3-dimensionales
que tienen por foliación caracteŕıstica una fibración de Bott-Morse. /

3.2.1. Caso 3-Dimensional

Como corolario del Teorema 3.2.3 se recobra un resultado conocido en Geometŕıa de Pois-
son respecto al problema de existencia de Tensores de Poisson con Casimires predeterminados.

Proposición 3.2.6 En toda variedad orientable 3-dimensional, dada cualquier función esca-
lar (global), existe una estructura de Poisson que tiene como Casimir dicha función.

En efecto, dada una función K en una variedad 3-dimensional orientada con forma de volumen
Ω, el campo bivectorial Π definido por

iΠΩ = dK (3.10)

es un tensor de Poisson que tiene a K como función de Casimir global, esto como consecuencia
del Teorema 3.2.3. Notemos que esta construcción, de hecho, es la versión tres dimensional de
los tensores de Poisson de Flaschka-Ratiu.

Es claro que Π no es único: para toda función f , el campo bivectorial fΠ es nuevamente un
tensor de Poisson que tiene a K como Casimir. Esto es consecuencia de la propiedad conforme
para los tensores de Poisson en variedades de dimensión tres.

Ejemplo 3.2.7 Sea R3 = {(x1, x2, x3)} con forma de volumen eucĺıdea Ω0 = dx1∧dx2∧dx3.
Entonces, dada K ∈ C∞R3 , el tensor de Poisson

Π = − ∂K

∂x1

∂

∂x2
∧ ∂

∂x3
− ∂K

∂x2

∂

∂x3
∧ ∂

∂x1
− ∂K

∂x3

∂

∂x1
∧ ∂

∂x2
,

definido por iΠΩ0 = dK, tiene a K como función de Casimir. /
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3.2.2. Caso 4-Dimensional

Con base en lo visto en esta sección se realiza en este apartado un estudio de las estruc-
turas de Poisson en variedades orientables de dimensión cuatro.

Sea M una variedad 4-dimensional orientada con una forma de volumen Ω. Primero,
por (3.1), se tiene una correspondencia uno a uno entre campos bivectoriales y 2-formas
diferenciales en M . Aśı, dada ρ ∈ Γ ∧2 T∗M existe un único campo bivectorial Π ∈ Γ∧2 TM
determinado por

iΠΩ = ρ. (3.11)

Nota 3.2.8. En una carta coordenada (U, x1, . . . , x4) en M la expresión coordenada de Π en
(3.11) es

Π =
∑

1≤i<j≤4

(−1)i+j ρij
∂
∂x1 ∧ · · · ∧ ∂̂

∂xi
∧ · · · ∧ ∂̂

∂xj
∧ · · · ∧ ∂

∂x4 ,

donde ρ = 1
2 ρij dxi ∧ dxj . El śımbolo ̂ indica la omisión del término debajo de él. /

Proposición 3.2.9 El campo bivectorial Π definido en (3.11) es un tensor de Poisson en M
si y sólo si

d
(ρ ∧ ρ

Ω

)
− 2 iiρQdρ = 0, (3.12)

donde la expresión ζ/Ω denota la única función a ∈ C∞M que satisface ζ = aΩ, con ζ una
forma diferencial de grado máximo en M .

Demostración. La ecuación (3.12) se sigue de (3.3) obsevando que en este caso es iΠρ = iρΠ =
(ρ ∧ ρ)/Ω. 2

En general, determinar todas las soluciones de la ecuación (3.12) es una tarea complicada.
Por esto, se presentan a continuación soluciones particulares a tal ecuación, de las cuales,
algunas permiten construir tensores de Poisson con Casimires predeterminados.

Caso ρ Descomponible. Por la Proposición 3.2.2, dada una 2-forma descomponible en M

ρ = α1 ∧ α2, αi ∈ ΓT∗M,

el campo bivectorial Π definido por iΠΩ = ρ es un tensor de Poisson en M si y solamente si

dαi ∧ α1 ∧ α2 = 0, i = 1, 2.

Notemos que estas condiciones se satisfacen de manera automática si cada αi es una 1-forma
cerrada. Si además M es simplemente conexa, en cuyo caso cada αi es exacta globalmente, Π
es un tensor de Poisson de Flaschka-Ratiu, ver (3.6).
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Ahora, en relación con el problema de la existencia de tensores de Poisson con Casimires
predeterminados, a diferencia de lo que sucede en el caso tres dimensional (ver Proposición
3.2.6), en variedades cuatro dimensionales no siempre se asegura la existencia de tales campos
bivectoriales. Una manera de construirlos es utilizar formas diferenciales descomponibles.

Primero, por dimensión, un tensor de Poisson en M puede admitir a lo más dos funciones de
Casimir globales. Para este caso extremo los tensores de Poisson de Flaschka-Ratiu en (3.6)
dan respuesta al problema. En efecto, dadas K1,K2 ∈ C∞M , el campo bivectorial Π definido
por

iΠΩ = dK1 ∧ dK2,

es un tensor de Poisson en M que tiene a K1 y K2 como funciones de Casimir globales.

Proposición 3.2.10 Sean M una 4-variedad orientada con forma de volumen Ω y K ∈ C∞M .
Si existe β ∈ ΓT∗M tal que

dK ∧ dβ ∧ β = 0,

entonces el campo bivectorial Π definido por

iΠΩ = dK ∧ β

es un tensor de Poisson en M que tiene a K como función de Casimir global.

Esta proposición es consecuencia directa de la Proposición 3.2.2. La condición dK ∧ dβ ∧ β = 0
es necesaria y suficiente para que el campo bivectorial Π definido por iΠΩ = dK ∧ β sea un
tensor de Poisson. Claramente ha de ser dK ∧ β 6= 0 en un abierto no vaćıo de M para que
Π no sea trivial. En cualquier caso, Π resulta un tensor de Poisson de tipo Flaschka-Ratiu, es
decir, con rango a lo más 2.

Caso ρ Cerrada. En este apartado se asumirá que M es una variedad conexa. Bajo esta
hipótesis y de (3.12) se deriva el siguiente criterio.

Proposición 3.2.11 Sea M una 4-variedad conexa orientada con una forma de volumen
Ω. Si ρ una 2-forma diferencial cerrada en M , entonces el campo bivectorial Π definido por
(3.11) es un tensor de Poisson si y sólo si

ρ ∧ ρ = cΩ, (3.13)

para alguna constante c ∈ R (fija).

Se puede probrar que la constante c en (3.13) coincide con el determinante de la matriz
(local) asociada a Π. Esto implica que el tensor de Poisson Π es, o bien no degenerado, o bien
de tipo Flaschka-Ratiu. Concretamente,

si c 6= 0, entonces Π es un tensor de Poisson no degenerado, es decir, con rank Π = 4.
En este caso el par (M,ρ) es una variedad simpléctica de dimensión cuatro;
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si c = 0, entonces Π es un tensor de Poisson con rank Π = 0, 2; es decir, es de tipo
Flaschka-Ratiu

Como observación adicional, la condición ρ ∧ ρ = 0 implica que la 2-form ρ es localmente
descomponible, es decir, alrededor de cada punto en M es el producto de dos 1-formas.

El caso cuando ρ no es una forma cerrada ni descomponible globalmente queda aún por
estudiar. Una opción para construir estructuras de Poison con este tipo de formas diferenciales
es tomar la suma de una 2-forma cerrada y una 2-forma descomponible.

3.3. Operador Divergencia e Identidad de Jacobi

El operador divergencia u operador traza en variedades orientables introducido por Kos-
zul en [39] generaliza la noción de divergencia de campos vectoriales al módulo de campos
tensoriales contravariantes. Este operador de homoloǵıa resulta ser un generador del corche-
te de Schouten-Nijenhuis. Proveyendo aśı una herramienta alternativa para el estudio de las
estructuras de Poisson en variedades orientables. En esta sección se presenten algunas propie-
dades básicas del operador traza y su relación con los tensores de Poisson. Ver por ejemplo
[39, 31, 21].

Como antes, sea M una variedad orientada con una forma de volumen Ω. Se define la
divergencia de A ∈ Γ ∧a TM como el único campo multivectorial D(A) ∈ Γ ∧a−1 TM que
satisface

iD(A)Ω = diAΩ. (3.14)

Es claro que la divergencia es relativa a una forma de volumen. En este contexto, el operador
divergencia (traza) es la asignación R-lineal D : A 7→ D(A), la cual se reitera depende de Ω.
Al variar las formas de volumen en M el operador divergencia se modifica por

DfΩ = DΩ + id(ln |f |), (3.15)

donde DΩ es el operador divergencia relativo a la forma de volumen Ω y f 6= 0 es una
función escalar en M . El nombre de divergencia para este operador se motiva debido a que
D(X) = divX, para todo campo vectorial X en M . Es decir, D generaliza el operador de
divergencia usual para campos vectoriales.

Dos propiedades fundamentales del operador divergencia son, el ser un operador de homo-
loǵıa,

D2 = 0,

y ser un generador del corchete de Schouten-Nijenhuis para campos multivectoriales:

[[A,B]] = A ∧D(B) + (−1)aD(A) ∧B + (−1)a+1 D(A ∧B), (3.16)

para cualesquiera A ∈ Γ∧aTM y B ∈ Γ∧TM . Esto implica, en particular, que el operador
divergencia no es una derivación del producto exterior para multivectores pero śı del corchete
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de Schouten-Nijenhuis,

D
(
[[A,B]]

)
= [[D(A), B]] + (−1)a−1 [[A,D(B)]].

Identidad de Jacobi. Como consecuencia de (3.16) la identidad de Jacobi en (1.9) para un
tensor de Poisson se puede formular en términos del operador divergencia. Concretamente,
un campo bivectorial Π ∈ Γ ∧2 TM es un tensor de Poisson si y solamente si [39, 31]

D(Π ∧Π) = 2 Π ∧D(Π).

Como es de esperar esta condición no depende del volumen fijado para D.

Esta versión de la identidad de Jacobi resulta útil para estudiar cierta clase de tensores de
Poisson, por ejemplo, los homogéneos en espacios vectoriales. Cabe mencionar que el opera-
dor divergencia es una herramienta importante en la geometŕıa de Poisson. Se ha empleado,
por ejemplo, para clasificar las estructuras de Poisson cuadráticas en espacios vectoriales 3-
dimensionales, para derivar criterios de unimodularidad o para facilitar la construcción de
estructuras de Poisson en variedades de baja dimensión. Algunas aplicaciones análogas se
presentan en secciones posteriores.

3.4. Variedades de Poisson Unimodulares

En el caso orientable, la propiedad de unimodularidad de una variedad de Poisson se re-
fiere a la existencia de una forma de volumen que sea preservada por el flujo de todo campo
Hamiltoniano. Por su interés f́ısico, el problema de determinar la existencia de tal forma de
volumen ha sido ampliamente estudiado obteniendo resultados en términos geométricos y
cohomológicos [39, 31, 76, 32, 16, 53]. En esta sección se presentan algunas nociones básicas
en torno a las variedades de Poisson unimodulares.

Una variedad de Poisson orientable (M,Π) se llama unimodular [76] si admite una forma
de volumen Ω invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano relativo a Π. Esto es, tal
que

LΠ\(df)Ω = 0, ∀ f ∈ C∞M , (3.17)

Notemos que, por definición, una variedad de Poisson es unimodular si existe una forma de
volumen respecto a la cual la divergencia de todo campo Hamiltoniano es cero [21],

(3.17) ⇐⇒ divΩXf = 0, ∀ f ∈ C∞M .

Recordemos que la divergencia de un campo vectorial X, respecto a una forma de volumen
Ω, se define como la única función (suave) divΩX que satisface LXΩ = (divΩX) Ω.
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3.4.1. Criterios de Unimodularidad

A continuación se definen un objeto geométrico y uno cohomológico que controlan la pro-
piedad de unimodularidad de una variedad de Poisson.

Campo Modular. Fijada una forma de volumen Ω en M , la asignación

Z : f 7−→ divΩXf

es una derivación de C∞M , por tanto, un campo vectorial en M . Este campo vectorial recibe el
nombre de campo modular de la estructura de Poisson Π relativo a la forma de volumen Ω [20].

Dos de las propiedades principales del campo modular son: el ser un campo de Poisson
para Π y preservar el volumen Ω, esto es,

[[Z,Π]] = 0 y LZΩ = 0.

Además, si Π es un tensor de Poisson regular, entonces el campo modular es tangente a la fo-
liación simpléctica inducida por Π. En particular, el campo modular es tangente a la foliación
simpléctica en el dominio regular de Π.

Clase Modular. La clase modular [76] de una variedad de Poisson (M,Π) es la clase que
el campo modular define en la primera cohomoloǵıa del complejo de Lichnerowicz-Poisson
definida por (1.12) y (1.13). Esta clase está bien definida porque al variar sobre las formas de
volumen en M el campo modular se modifica por campos Hamiltonianos:

ZfΩ = ZΩ − 1
fXf ,

donde ZΩ es el campo modular de Π respecto a la forma de volumen Ω y f 6= 0 es una
función suave en M .

Criterios de Unimodularidad. En una variedad de Poisson orientable M las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. M es unimodular.

2. La clase modular es trivial.

3. El campo modular es Hamiltoniano.

4. El campo modular es nulo respecto a una forma de volumen en M .

Por esto, la clase modular de una variedad de Poisson resulta un invariante natural que mide
la obstrucción a la unimodularidad de la variedad.

Operador Divergencia como Herramienta. En términos del operador divergencia (3.14),
el campo modular de un tensor de Poisson Π coincide con (menos) la divergencia de éste,

Z = −D(Π).



44 3.4. Variedades de Poisson Unimodulares

Esta caracterización del campo modular resulta de gran utilidad pues permite derivar de ma-
nera más sencilla algunas de sus propiedades. Por ejemplo, una variedad de Poisson orientable
(M,Π) es unimodular si y solamente si existe una forma de volumen Ω en M tal que [21]

DΩ(Π) = 0. (3.18)

Otras propiedades que se deducen de manera inmediata son:

(a) si la suma de dos tensores de Poisson es nuevamente un tensor de Poisson, entonces el
campo modular de éste es la suma de los respectivos campos modulares.

(b) si A es un cociclo del complejo de Lichnerowicz-Poisson en (1.12), entonces el corchete
[[Z,A]] es una cofrontera. En particular, el corchete del campo modular con cualquier campo
de Poisson es un campo Hamiltoniano.

3.4.2. Unimodularidad de Tensores de Poisson Homogéneos

En esta sección se estudia el problema de unimodularidad para estructuras de Poisson
homogéneas en Rn. Se presenta un criterio con condiciones necesarias y suficientes para la
unimodularidad de esta clase de tensores de Poisson. Con base en este resultado se realiza
una clasificación de las estructuras unimodulares lineales y cuadráticas en R3.

Sea Rn =
{
x = (x1, . . . , xn)

}
. Un tensor de Poisson en este espacio vectorial

Π = 1
2 Πij ∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
(3.19)

se dice homogéneo de grado r si cada función Πij es un polinomio r-homogéneo. Recordemos
que un polinomio P = P (x) es r-homogéneo si P (tx) = trP (x), para todo t ∈ R.

A continuación se muestra que la unimodularidad de las estructuras de Poisson ho-
mogéneas está controlada por la forma de volumen estándar en Rn [40].

Lema 3.4.1 Un tensor de Poisson homogéneo es unimodular en Rn si y sólo si tiene diver-
gencia cero con respecto a la forma de volumen eucĺıdea en Rn.

Demostración. Sea Ω0 = dx1∧· · ·∧dxn la forma de volumen eucĺıdea en Rn = {(x1, . . . , xn)}
y Π un tensor de Poisson r-homogéneo en este espacio.

Necesidad. Supongamos que Π es unimodular en Rn. Luego, por (3.18), existe una forma de
volumen Ω tal que DΩ(Π) = 0. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer Ω = e−g Ω0,
para alguna g ∈ C∞Rn . Aśı, por (3.15), se tiene que DΩ0(Π) = Xg. En coordenadas, esta
igualdad se traduce en la ecuación

∂iΠ
ij = Πij ∂ig, j = 1, . . . , n; (3.20)
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donde ∂i ≡ ∂/∂xi, para cada i = 1, . . . , n. Ahora, ya que por hipótesis cada Πij en (3.19) es
un polinomio r-homogéneo se tiene que Πij = O(|x|r) en Rn, es decir, existen ξij > 0 tales
que |Πij(x)| ≤ ξij ‖x‖r, para todo x ∈ Rn. Luego, definiendo ξ := máx{ξij} se tiene que
|Πij(x)| ≤ ξ ‖x‖r, para todo x ∈ Rn. Por otro lado, dado que la bola cerrada unitaria es un
conjunto compacto en Rn, sea

α := sup
‖x‖≤1

∣∣∣ n∑
i=1

∂ig(x)
∣∣∣ <∞.

Ahora, sea ε tal que 0 < ε ≤ 1. De la igualdad (3.20) se sigue que
∣∣∂iΠij(εx)

∣∣ =
∣∣Πij(εx) ∂ig(εx)

∣∣.
Notemos que cada ∂iΠ

ij es un polinomio (r−1)-homogéneo en Rn. Luego, para x tq. ‖x‖ ≤ 1,
por homogeneidad y desigualdades anteriores, se sigue que εr−1 | ∂iΠij(x) | ≤ εr ξ α. O equi-
valentemente, 0 ≤ |∂iΠij(x)| ≤ ε ξα. Por tanto, haciendo ε→ 0 se tiene que ∂iΠ

ij(x) = 0
para ‖x‖ ≤ 1. En palabras, la restricción de cada ∂iΠ

ij a la bola cerrada unitaria es cero.
Esto implica, por homogeneidad, que ∂iΠ

ij ≡ 0 y por lo tanto es DΩ0(Π) = 0, ya que
DΩ0(Π) = ∂iΠ

ij ∂j .

Suficiencia. Por (3.18), es inmediato que Π es un tensor de Poisson unimodular en Rn si
DΩ0(Π) ≡ 0. 2

Para el caso lineal, el Lema 3.4.1 coincide con un resultado ya conocido: una estructura
de Poisson lineal es unimodular si y solamente si el álgebra de Lie asociada es unimodular.
Recordemos que un álgebra de Lie (finito dimensional) se dice unimodular si el operador ad-
junto es de traza cero para cada elemento del álgebra [21].

Nota 3.4.2. El Lema 3.4.1 es un criterio global en el sentido que la unimodularidad se asegura
en todo el espacio Rn. Ya que por ejemplo, Π =

(
x1

∂
∂x1

+x2
∂
∂x2

)
∧ ∂
∂x3

es un tensor de Poisson

lineal en R3 con DΩ0(Π) 6= 0, pero que es unimodular en el abierto R3 \ {x1 = 0}. /

Para el siguiente corolario recordemos que una forma diferencial en Rn se dice s-homogénea
si sus funciones componentes son polinomios s-homogéneos.

Corolario 3.4.3 Un tensor de Poisson r-homogéneo Π es unimodular en Rn si y sólo si
existe una (n− 3)-forma diferencial (r + 1)-homogénea ζ tal que

iΠΩ0 = dζ. (3.21)

En particular, cada tensor de Poisson homogéneo unimodular en R3 admite una función de
Casimir global.

Demostración. Por la definición (3.14) de operador divergencia y el Lema 3.4.1, se sigue que
Π un tensor de Poisson en Rn si y solamente si diΠΩ0 = 0. Lo que equivale, por ser Rn
simplemente conexo, a que iΠΩ0 se una forma diferencial exacta. Es decir, que se cumpla
(3.21). Para el caso n = 3, se tiene que ζ es una función que por (3.10) resulta una función
de Casimir para Π. 2
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Notemos que la función de Casimir que afirma este corolario es un polinomio homogéneo
de grado uno mayor al grado de Π.

A continuación se presenta una clasificación de las estructuras unimodulares lineales y
cuadráticas en el espacio eucĺıdeo 3-dimensional. Esta clasificación se realiza por medio de iso-
morfismos de Poisson lineales. Para esto recordemos que dos tensores de Poisson homogéneos
Π y Π̃ en Rn son equivalentes si (y solo si) existe una operador lineal T : Rn → Rn tal que

Π̃ = T ∗Π. (3.22)

Notemos que necesariamente estos tensores deben tener el mismo grado de homogeneidad.

Esquema de la Clasifición. A continuación se presenta un esquema de la manera en cómo se
obtienen las clasificaciones en Table 3.4.2 y Table 3.4.2.

Sea Π un tensor de Poisson r-homogéneo y unimodular en Rn, con r ≥ 0. Por el Corolario
3.4.3, se sigue existe un polinomio (r + 1)-homogéneo f ∈ C∞Rn tal que

iΠΩ0 = df. (3.23)

Si denotamos al campo bivectorial en (3.23) por Πf , se sigue de (3.1) que la función f 7→ Πf

es un isomorfismo lineal. En particular, si Πf = 0, entonces f = 0 por ser Rn conexo y f un
polinomio homogéneo no constante. En consecuencia, Πf1 = Πf2 implica que f1 = f2. Por
tanto, se tiene que la equivalencia (lineal) definida en (3.22) es dada por

Πf1 ∼ Πf2 si y sólo si f2 = 1
detT · T

∗f1, (3.24)

para alguna transformación lineal e invertible T : Rn → Rn. Gracias a esto, la clasificación de
tensores de Poisson homogéneos en Rn se reduce a calcular los representantes “más sencillos”
de las clases de equivalencia de polinomios homogéneos en Rn bajo la relación binaria de
equivalencia (3.24).

Para el caso de las estructuras de Poisson lineales en R3 todo se reduce a clasificar bajo la
relación de equivalencia (3.24) los polinomios cuadráticos en 3-variables. Para esto utilizamos
una clasificación de las matrices simétricas reales de orden 3×3 por medio de ı́ndices de inercia.

Para el caso de las estructuras de Poisson cuadráticas en R3 todo se reduce a clasificar bajo
la relación de equivalencia (3.24) los polinomios cúbicos en 3-variables. Para esto, utilizamos
una clasificación de formas ternarias reales en [5, 12] que resumimos en la siguiente tabla.
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Tipo Polinomio Cúbico

I.I f ≡ 0

I.II f = x3
1

I.III f = x2
1x2

I.IV f = x1(x2
1 + x2

2)

I.V f = x1(x2
1 − x2

2)

I.VI f = x3
1 − x2

2x3

I.VII f = x1x2x3

Tipo Polinomio Cúbico

I.VIII f = x1(x2
1 + x2

2 + x2
3)

I.IX f = x1(x2
1 + x2

2 − x2
3)

I.X f = x3
1 + x3

2 + 6x1x2x3

I.XI f = x3
1 + x3(x2

1 + x2
2)

I.XII f = x3
1 + x3

2 + x3
3 + a x1x2x3

I.XIII f = x3(x2
1 + x2

2 − x2
3)

I.XIV f = (x2 + x3)(x2
1 + x2

2 − x2
3)

Tabla 3.4.1: Formas normales de polinomios cúbicos en R3, con a ∈ R.

Clasificación de Estructuras Unimodulares Lineales en R3. Toda estructura de Pois-
son lineal unimodular en R3 (no trivial) es linealmente isomorfa a alguna de las siguientes
estructuras

Tipo Corchetes de Poisson Lineales

{x1, x2} {x2, x3} {x3, x1}

I x3 x1 x2

II −x3 x1 x2

III 0 x1 x2

IV 0 x1 −x2

V 0 x1 0

Tabla 3.4.2: Formas normales de los corchetes de Poisson lineales unimodulares en R3.

Naturalmente esta clasificación se corresponde salvo isomorfismos con los casos unimodu-
lares de la clasificación de Bianchi de álgebras de Lie reales 3-dimensionales:

el tipo I está asociado al álgebra de Lie so(3),

el tipo II está asociado al álgebra de Lie sl(2),

el tipo III está asociado al álgebra de Lie del grupo de isometŕıas del plano,

el tipo IV está asociado al álgebra de Lie del grupo the Poincaré 2-dimensional, esto es,
el grupo de isometŕıas del espacio de Minkowski 2-dimensional,

el tipo V está asociado al álgebra de Lie del grupo Heisenberg.
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Clasificación de Estructuras Unimodulares Cuadráticas en R3. Toda estructura de
Poisson cuadrática unimodular en R3 (no trivial) es linealmente isomorfa a alguna de las si-
guientes estructuras

Tipo Corchetes de Poisson Cuadráticos

{x1, x2} {x2, x3} {x3, x1}

I 0 x2
1 0

II 0 2x1x2 x2
1

III 0 x2
1 + x2

2 2x1x2

IV 0 x2
1 − x2

2 −2x1x2

V x2
2 x2

1 2x2x3

VI x1x2 x2x3 x1x3

VII 2x1x3 x2
1 + x2

2 + x2
3 2x1x2

VIII −2x1x3 x2
1 + x2

2 − x2
3 2x1x2

IX −6x1x2 x2
1 − 6x2x3 x2

2 − 6x1x3

X x2
1 + x2

2 x2
1 + 2x1x3 2x2x3

XI x2
3 − a x1x2 x2

1 − a x2x3 −27x2
2 − a x1x3

XII x2
1 + x2

2 − x2
3 2x1x3 2x2x3

XIII x2
1 + x2

2 − 2x2x3 − 3x2
3 2x1(x2 + x3) x2

1 + 3x2
2 + 2x2x3 − x2

3

Tabla 3.4.3: Formas normales de los corchetes de Poisson cuadráticos unimodulares en R3,
con a ∈ R.

La clasificación que en esta tabla se presenta, que se desprende básicamente de la clasifi-
cación de polinomios reales homogéneos de grado tres, es una clasificación más expĺıcita que
clasificaciones presentadas en otros trabajos, ver por ejemplo [43].



Caṕıtulo 4

Tensores de Poisson en Variedades
Fibradas

En este caṕıtulo se presenta un estudio de una clase de tensores de Poisson en variedades
fibradas que se llaman de casi acoplamiento. Esta familia de tensores de Poisson, que se ca-
racterizan por una condición de compatibilidad con la estructura fibrada de estas variedades,
generalizan a la clase de tensores de Poisson de acoplamiento los cuales surgen de manera
natural como modelos (semilocales) alrededor de hojas simplécticas encajadas. A su vez, los
tensores de Poisson de casi acoplamiento se presentan como casos particulares de tensores de
Poisson parcialmente acoplados cuyo análisis se aborda desde la perspectiva de conexiones
parciales (generalizadas).

4.1. Campos Bivectoriales Compatibles y Dominio de Acopla-
miento

A lo largo de este caṕıtulo

π : M −→ B

será una variedad fibrada. Recordemos que V = ker dπ es la distribución vertical de π y que
dada una conexión de Ehresmann γ ∈ Ω1(M ;V) la distribución horizontal asociada a esta
conexión se denotará por H ≡ Hγ = ker γ.

En esta sección se presenta un estudio de campos bivectoriales, no necesariamente de
Poisson, compatibles con estructuras fibradas. Concretamente, dado un campo bivectorial
Π ∈ Γ∧2 TM se pueden definir al menos tres tipos de compatibilidad entre éste y la estructu-
ra fibrada π en M . La primera de ellas se formula en términos del concepto de conexión parcial:

• Π se dice parcialmente acoplado, a la distribución vertical V, si

Π\(V◦) ∩ V = {0}. (4.1)
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La terminoloǵıa utilizada se motiva por el hecho que la condición (4.1) equivale a decir que
la distribución singular Π\(V◦) ⊂ TM define una conexión parcial (generalizada) en M .

El segundo tipo de compatibilidad se define a continuación.

Definición 4.1.1 Un campo bivectorial Π se dice de casi acoplamiento si existe una conexión
de Ehresmann γ en M tal que

Π\(V◦) ⊆ H. (4.2)

Nota 4.1.2. Las definiciones de campo bivectorial parcialmente acoplado y de casi de acopla-
miento son puntuales. En consecuencia, se puede hablar de estas propiedades de compatibili-
dad en subconjuntos arbitrarios de la variedad M , no necesariamente abiertos. /

Notemos que, por la definición de distribución horizontal en (2.1), la condición (4.2) im-
plica (4.1). Por tanto, un campo bivectorial de casi acoplamiento es un campo bivectorial
parcialmente acoplado que admite una conexión de Ehresmann adaptada a la conexión par-
cial Π\(V◦) en el sentido (4.2). Esquemáticamente,

(Casi acoplamiento) = (Parcialmente acoplado) + (Conexión de Ehresmann adaptada)

En general, la conexión adaptada a Π no es única. Debido a esto, si es necesario especificarla,
se dirá que Π es de casi acoplamiento v́ıa γ, por ejemplo.

Ejemplo 4.1.3 Cada campo bivectorial vertical P ∈ Γ ∧2 V en una variedad fibrada es de
casi acoplamiento con respecto a cualquier conexión de Ehresmann por ser P \(V◦) = {0}. /

Recordemos que dada una conexión de Ehresmann γ en M cada campo bivectorial Π
admite una descomposición bigraduada

Π = Π2,0 + Π1,1 + Π0,2, (4.3)

donde a Π2,0 ∈ Γ ∧2 H y Π0,2 ∈ Γ ∧2 V se les llama las componentes horizontal y vertical
(relativas a γ) del campo bivectorial Π, respectivamente, y a Π1,1 ∈ Γ(H⊗V) se le denominará
componente mixta. En términos de la descomposición (4.3) la condición para que Π sea de
casi acoplamiento, con conexión adaptada γ, es equivalente a la trivialidad de su componente
mixta. Es decir,

Π\(V◦) ⊆ H ⇐⇒ Π1,1 = 0 ⇐⇒ Π = Π2,0 + Π0,2, (4.4)

lo cual significa que Π(ξ, µ) = 0 para cualesquier formas ξ ∈ V◦ y µ ∈ H◦. En efecto, si γ es
tal que Π1,1 = 0 en la descomposición (4.3), entonces Π\(V◦) = Π2,0(V◦) ⊆ H. Rećıprocamen-
te, si existe una distribución horizontal H en M que satisface (4.2) se sigue que Π(ξ, µ) =
〈µ,Π\(ξ)〉 = 0, para cualesquiera ξ ∈ V◦ y µ ∈ H◦.
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Otro tipo de compatibilidad se presenta con la propiedad de acoplamiento como caso par-
ticular de (4.2):

• Π se dice de acoplamiento si el subhaz vectorial

H = Π\(V◦) (4.5)

define una distribución horizontal en M . Por definición, en este caso existe una única conexión
de Ehresmann que satisface la condición (4.2).

Notemos que las compatibilidades definidas anteriormente se relacionan entre ellas como
casos particulares una de otra:

{Acoplamiento} ⊂ {Casi Acoplamiento} ⊂ {Acoplamiento Parcial}.

Acoplamiento Parcial. Lo primero a mostrar en este apartado es que la condición de aco-
plamiento parcial (4.1) induce en cada punto de M una descomposición de Π como en (4.4).

Teorema 4.1.4 Las propiedades de acoplamiento parcial y casi acoplamiento son puntual-
mente equivalentes.

Para la demostración de este teorema primero se presenta el siguiente lema.

Lema 4.1.5 Sea Π un campo bivectorial con descomposición bigraduada (4.3) respecto a una
conexión de Ehresmann γ en M . Entonces, Π es parcialmente acoplado si y sólo si

ker Π\
2,0|V◦ ⊆ ker Π\

1,1|V◦ (4.6)

Demostración. Sea (4.3) la descomposición bigraduada de Π con respecto a γ y H la dis-
tribución horizontal asociada a esta conexión. Para probar la necesidad supongamos que Π
satisface la condición (4.1). Si η ∈ V◦ es tal que Π\

2,0(η) = 0, entonces Π\
1,1(η) = 0 por

ser Π\(η) = Π\
1,1(η) ∈ V. Lo que prueba (4.6). Para probrar la suficiencia supongamos que

se cumple (4.6). Sea X ∈ Π\(V◦) ∩ V, esto es, X ∈ V y X = Π\
2,0(η) + Π\

1,1(η), para alguna

η ∈ V◦. Luego, Π\
2,0(η) = 0 por ser Π\

2,0(η) ∈ H y Π\
1,1(η) ∈ V. Esto implica, por la hipótesis

(4.6), que Π\
1,1(η) = 0. Por tanto, es X = 0. Lo que prueba (4.1). 2

Notemos que la condición (4.6), al igual que (4.1), es una condición puntual e independien-
te de la conexión de Ehresmann γ. Aún más, se puede verificar que (4.6) es equivalente a que
CΠ ⊆ Π\(V◦) + V.

Demostración (del Teorema 4.1.4). Sean Π un campo bivectorial en M con descomposición
bigraduada (4.3) con respecto a una conexión de Ehresmann γ y H la distribución horizontal
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asociada a esta conexión. Fijemos un punto p ∈ M . Supongamos que Π es parcialmente
acoplado, es decir, que satisface la condición (4.1). Lo que se probará es que existe una
solución Ξp : TpM → Vp de la ecuación (2.31). Para esto, primero notemos que se puede

tomar una descomposición Hp = Π\
2,0(V◦p)⊕Hp de la distribución horizontal en p, para algún

subespacio Hp ⊂ TpM . Aśı, haciendo uso de la descomposición (2.1), definamos

Ξp(X) =

 Π\
1,1(η) si X = Π\

2,0(η), η ∈ V◦p,
0 si X ∈ Hp,
0 si X ∈ Vp.

(4.7)

Notemos que este morfismo está bien definido debido a la condición (4.6) del Lema 4.1.5, tiene
la propiedad (2.8) y por construcción Ξp satisface (4.1). Por tanto, por el Corolario 2.2.2, se

tiene que Πp = Π̃2,0 + Π̃0,2 respecto a la descomposición TpM = (idTpM + Ξp)(Hp)⊕Vp del
espacio tangente al punto p. Es decir, Π es de casi acoplamiento en p. El rećıproco es claro ya
que la propiedad de acoplamiento parcial es necesaria para que Π sea de casi acoplamiento. 2

El problema ahora se traduce en extender la equivalencia puntual que enuncia el Teorema
4.1.4 a una equivalencia local. El siguiente resultado, uno de los principales de esta sección,
afirma que tal extención se puede realizar a “casi” toda la variedad M .

Teorema 4.1.6 Todo campo bivectorial parcialmente acoplado en una variedad fibrada es de
casi acoplamiento en un abierto denso de la variedad.

En otras palabras, si Π tiene la propiedad Π\(V◦)∩V = {0}, entonces existe un abierto denso

NΠ ⊂M y una conexión de Ehresmann γ ∈ Ω1(NΠ;V) tales que Π|\
NΠ(V◦) ⊆ Hγ .

Para la demostración de este teorema primero se presenta un lema auxiliar.

Lema 4.1.7 Sea Π un campo bivectorial con descomposición bigraduada (4.3) respecto a una
conexión de Ehresmann γ en M . Entonces, Π es de casi acoplamiento si y sólo si existe una
conexión de Ehresmann γ̃ = γ − Ξ tal que

Π\
1,1|V◦ = Ξ ◦Π\

2,0|V◦ , (4.8)

donde Ξ está determinado por (2.8). En este caso, γ̃ resulta una conexión adaptada a Π en
el sentido (4.2).

Demostración. Es consecuencia directa de (4.4) y del Corolario 2.2.2. 2

Las componentes de la descomposición bigraduada Π = Π̃2,0 + Π̃0,2 con respecto a la
conexión γ̃ están determinadas por

Π̃\
2,0 =

(
idTM + Ξ

)
◦Π\

2,0 ◦
(
idT∗M + Ξ∗

)
, (4.9)

Π̃\
0,2 = Π\

0,2 − Ξ ◦Π\
2,0 ◦ Ξ∗. (4.10)
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Ahora, recordemos que para un campo bivectorial Π arbitrario, con descomposición bi-
graduada (4.3) con respecto a una conexión de Ehresmann γ, el rango de la componente
horizontal Π2,0 es independiente de la conexión γ (ver el Corolario 2.2.3). Esto motiva la
siguiente definición.

Definición 4.1.8 El rango horizontal de un campo bivectorial Π es el rango de la compo-
nente horizontal Π2,0 en su descomposición bigraduada (4.3) respecto a alguna conexión de
Ehresmann en M .

Se dirá que Π es horizontalmente constante si su rango horizontal es constante. Es claro
que la componente horizontal de Π es cero, respecto a cualquier conexión de Ehresmann, si y
solamente si su rango horizontal es cero.

A continuación la demostración del Teorema 4.1.6.

Demostración (del Teorema 4.1.6). Sea Π un campo bivectorial parcialmente acoplado con
descomposición bigraduada (4.3) respecto a una conexión de Ehresmann γ en M . Primero,
definamos

Mk := { p ∈M | rankp Π2,0 = k } ⊆ M, k ∈ Z; (4.11)

esto es, los conjuntos en los que el rango horizontal de Π es constante. Es claro que estos
conjuntos son mutuamente ajenos y que M = ∪k∈ZMk. Lo que se demostrará es que

NΠ :=
⋃
·

k∈Z
Int(Mk) (4.12)

es el abierto en el cual Π es de casi acoplamiento. Primero, NΠ es un abierto denso por ser
el dominio regular del campo bivectorial Π2,0. Ahora, se probará que en el interior de cada
Mk 6= Ø existe una 1-forma valuada vectorial Ξk que es solución (suave) de la ecuación (4.8):
en cada punto del abierto Int(Mk) consideremos un morfismo Ξk construido de manera análoga

a (4.7). Ahora, dado que Π\
2,0(V◦) es una distibución suave en M y ya que por construcción

el rango de Π2,0 es constante en Int(Mk), se sigue que Ξk : T
(
Int(Mk)

)
→ V|Int(Mk) es un

morfismo de haces vectoriales bien definido y por tanto induce una 1-forma valuada vectorial

Ξk ∈ Ω1
(
Int(Mk);V

)
.

De esta manera Ξk es una solución (suave) de la ecuación (4.8) que, por el Lema 4.1.7, induce
una conexión de Ehresmann

γk := γ|Int(Mk) − Ξk

respecto a la cual Π|Int(Mk) es de casi acoplamiento. Finalmente, realizando la construcción an-
terior en cada conjunto de nivel Mk 6= Ø, se obtiene una familia de conexiones de Ehresmann
{γk} que inducen una conexión de Ehresmann bien definida en NΠ por

γ′ ∈ Ω1
(
NΠ;V

)
tal que γ′|Int(Mk) = γk,

respecto a la cual Π|NΠ es de casi acoplamiento. 2



54 4.1. Campos Bivectoriales Compatibles y Dominio de Acoplamiento

Corolario 4.1.9 Si Π es un campo bivectorial parcialmente acoplado horizontalmente cons-
tante, entonces Π es de casi acoplamiento.

Este corolario es consecuencia de que si rank Π2,0 ≡ const en M , entonces Mk en (4.11) es
único e igual a M para algún k ∈ Z. En consecuencia, existe una conexión de Ehresmann
γ ≡ γk adaptada a Π en el sentido (4.2) definida en toda la variedad M .

Corolario 4.1.10 Un campo bivectorial Π parcialmente acoplado es vertical si y sólo si su
rango horizontal es cero.

Demostración. Si Π es un campo bivectorial vertical es claro que su rango horizontal es cero
por no tener componente horizontal respecto a cualquier conexión de Ehresmann. Rećıproca-
mente, si el rango horizontal de Π es cero en particular es constante. Luego, por el Corolario
4.1.9, se sigue que Π es de casi acoplamiento. Es vertical por tener rango horizontal nulo. 2

En general, el problema de dar condiciones bajo las cuales un campo bivectorial parcial-
mente acoplado es de casi acoplamiento (globalmente) no es trivial y conduce de manera
natural al problema de dar criterios bajo los cuales una distribución singular (suave) en una
variedad admite una distribución complementaria suave [79, 78].

Distribución Caracteŕıstica de Bivectores Compatibles. A continuación se presenta
una manera de caracterizar a los bivectores compatibles en M en términos de la distribución
caracteŕıstica de éstos. Para esto, se definen

CΠ
H := Π\(V◦) y CΠ

V := D ∩ V. (4.13)

Lema 4.1.11 Sea Π un campo bivectorial en M . Entonces,

(a) Π es parcialmente acoplado si y sólo si

CΠ = CΠ
H ⊕ CΠ

V , (4.14)

(b) Π es de casi acoplamiento si y sólo si existe una conexión de Ehresmann γ en M tal
que

CΠ
H ⊆ Hγ ,

(c) Π es de acoplamiento si y sólo si CΠ
H define una distribución horizontal en M .

Demostración. (a) Por el Teorema 4.1.4, si Π es parcialmente acoplado, entonces puntualmen-

te Π = Π2,0 + Π0,2. Esto implica que (4.14) se cumple siendo en este caso CΠ
H = Π\

2,0(V◦) y

CΠ
V = Π\

0,2(H◦). Rećıprocamente, si (4.14) se cumple, entonces es claro que Π es parcialmente

acoplado por la definición de CΠ
H y CΠ

V en (4.13). Finalmente, (b) y (c) se siguen directamente
de las definiciones (4.2) y (4.5). 2
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Dominio de Acoplamiento. El resultado a presentar en este apartado afirma que todo
campo bivectorial en una variedad fibrada admite un abierto en la variedad en el cual es de
acoplamiento.

Sea Π un campo bivectorial con descomposición bigraduada (4.3) respecto a una conexión
de Ehresmann γ en M . Definamos

MΠ := { p ∈M | rankp Π2,0 = dimB } ⊆ M, (4.15)

esto es, el conjunto donde el rango horizontal de Π es máximo e igual a la dimensión de
la variedad base B. Notemos que en términos de los conjuntos Mk definidos en (4.11), es
MΠ = MdimB.

Nota 4.1.12. El conjuntoMΠ es vaćıo si y solamente si rankp Π2,0 < dimB, para todo p ∈M .
/

Notemos que MΠ es un subconjunto abierto de la variedad M por ser el rango de todo
campo bivectorial una función semicontinua inferiormente.

Definición 4.1.13 El abierto MΠ definido en (4.15) se llama dominio de acoplamiento del
campo bivectorial Π.

Esta definición se sustenta en el siguiente resultado, que es el principal de este apartado.

Teorema 4.1.14 Sea Π un campo bivectorial M . Entonces, la restricción de Π al abierto
MΠ 6= Ø es un campo bivectorial de acoplamiento en MΠ.

Demostración. Sea Π un campo bivectorial con descomposición bigraduada (4.3) respecto a

una conexión de Ehresmann γ en M . Por definición de MΠ, el morfismo Π\
2,0|V◦ : V◦ → H

es invertible en este abierto. Luego, la ecuación (4.8) tiene una única solución suave dada

por Ξ =
(
Π\

1,1|V◦
)
◦
(
Π\

2,0|V◦
)−1

. En otras palabras, debido al Lema 4.1.7, existe una única
conexión de Ehresmann que realiza la condición (4.2). Es decir, Π es un campo bivectorial de
acoplamiento. 2

Con otras palabras, por definición de acoplamiento, el subhaz vectorial Π|\
MΠ(V◦) es una

distribución horizontal en MΠ, es decir, TMΠ = Π|\
MΠ(V◦)⊕ V|MΠ .

Corolario 4.1.15 Un campo bivectorial Π en M es de acoplamiento si y sólo si MΠ = M .

Otra manera de enunciar este coralario es: Π en M es de acoplamiento si y solamente si tiene
rango horizontal máximo e igual a la dimensión de la base B.
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Ahora, de manera automática se tiene la descomposición de la variedad

M = MΠ ∪ ∂MΠ ∪ Int(M \MΠ).

Notemos que la conexión γ está definida de manera única por Π en la cerradura MΠ del
dominio de acoplamiento, el cual coincide con M en el caso cuando MΠ es denso en M . Pero,
en general, γ no está únicamente determinada en el interior de M \MΠ.

Nota 4.1.16. Todo campo bivectorial Π parcialmente acoplado admite dos abiertos carac-
teŕısticos en M : el dominio de casi acoplamiento NΠ definido en (4.12) y su dominio de
acoplamiento MΠ. Por construcción, MΠ ⊆ NΠ. /

Descomposición Intŕınseca. Como se mencionó anteriormente la conexión adaptada a un
campo bivectorial de casi acoplamiento no es única, contrario a lo que sucede en el caso de
acoplamiento. Por ello, resulta natural la búsqueda de otros tipos de invariantes asociados
a esta clase de campos bivectoriales. El primero de ellos, como en breve se mostrará, es la
descomposición bigraduada de éstos.

Es claro que en general la descomposición (4.3) de un campo bivectorial Π depende de la
conexión de Ehresmann fijada. El siguiente resultado muestra que para los campos bivecto-
riales de casi acoplamiento esto no es aśı.

Teorema 4.1.17 La descomposición bigraduada (4.4) de un campo bivectorial Π de casi
acoplamiento no depende de la elección de la conexión de Ehresmann adaptada en (4.2).

Demostración. Sea Π = Π2,0 + Π0,2 un campo bivectorial de casi acoplamiento v́ıa una cone-
xión de Ehresmann γ en M . Luego, por el Lema 4.1.7, cualquier otra conexión de Ehresmann
γ̃ adaptada a Π debe satisfacer (4.8), que en este caso, por ser Π1,1 = 0, se traduce en la

ecuación Ξ ◦Π2,0 = 0. Aśı, se sigue de (4.9) y (4.10) que Π̃2,0 = Π2,0 y Π̃0,2 = Π0,2, si

Π = Π̃2,0 + Π̃0,2 es la descomposición bigraduada de Π con respecto a γ̃. 2

Gracias a este resultado, en lo que resta, dado un campo bivectorial Π de casi acoplamiento
en M , la descomposición bigraduada (4.4) de éste respecto a alguna conexión de Ehresmann
γ adaptada a Π se denotará por

Π = ΠH + ΠV , (4.16)

donde ΠH = Π2,0 y ΠV = Π0,2. Al campo bivectorial ΠH ∈ Γ ∧2 H se le llamará la compo-
nente horizontal de Π y al campo bivectorial ΠV ∈ Γ ∧2 V la componente vertical.

Notemos que, en particular, si Π es de acoplamiento su componente horizontal ΠH es
horizontalmente no degenerada, es decir, es tal que rank ΠH = dimB.
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4.2. Tensores de Poisson de Casi Acoplamiento

El propósito de esta sección consiste en presentar un estudio de los tensores de Poisson de
casi acoplamiento. Una de las herramientas principales para realizar este estudio es el cálculo
bigraduado con conexiones de Ehresmann. El cual permite en primera instancia factorizar la
identidad de Jacobi en cuatro ecuaciones. De las cuales algunas admiten una interpretación
geométrica que generaliza a la que se tiene para el caso de acoplamiento. También se realiza
una descripción de la foliación simpléctica y demás objetos geométricos asociados a esta clase
de tensores de Poisson.

Definición 4.2.1 Un tensor de Poisson de casi acoplamiento en M es un campo bivectorial
de casi acoplamiento que a la vez es de Poisson.

Recordemos que un tensor de Poisson en M es un campo bivectorial Π ∈ Γ ∧2 TM
que satisface la ecuación (identidad de Jacobi) [[Π,Π]] = 0, donde [[, ]] denota el corchete de
Schouten-Nijenhuis para campos multivectoriales definido en (1.6).

Cabe mencionar que las estructuras de Poisson de (casi) acoplamiento surgen de manera
natural como modelos alrededor de hojas simplécticas encajadas de variedades de Poisson.
Este resultado se presenta en [72, 73, 71].

Ejemplo 4.2.2 Sea (M,Π) una variedad de Poisson y S una hoja simpléctica encajada en
M . Entonces, existe un entorno tubular de S en M en el cual Π es isomorfo a un tensor de
Poisson de acoplamiento. /

Ahora, se mostrará que para la clase de campos bivectoriales de casi acoplamiento la ecua-
ción (1.9) se factoriza en cuatro ecuaciones las cuales admiten una interpretación geométrica
bien definida en el caso particular de acoplamiento.

• Un campo bivectorial de casi acoplamiento Π = ΠH + ΠV es un tensor de Poisson en
M si y solamente si

[[ΠV ,ΠV ]] = 0, (4.17)

[[ΠH ,ΠV ]]1,2 = 0, (4.18)

[[ΠH ,ΠH ]]2,1 + 2 [[ΠH ,ΠV ]]2,1 = 0, (4.19)

[[ΠH ,ΠH ]]3,0 = 0, (4.20)

donde la bigraduación para el corchete de Schouten-Nijenhuis es respecto a alguna conexión
de Ehresmann adaptada a Π. Esta factorización, que es única, se sigue de la descomposición
bigraduada (2.32) inducida al corchete de Schouten-Nijenhuis.
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Notemos que la ecuación (4.17) no es más que la identidad de Jacobi para la componente
vertical ΠV ∈ Γ ∧2 V. Por esto y el Teorema 4.1.17 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2.3 Sea M una variedad fibrada. La descomposición Π = ΠH + ΠV de un tensor
de Poisson de casi acoplamiento en M es intŕınseca, en el sentido que no depende de la
conexión de Ehresmann adaptada en (4.2). Aún más, la componente ΠV es un tensor de
Poisson vertical en M .

Como consecuencia, existe una correspondencia (no biuńıvoca) entre tensores de Poisson de
casi acoplamiento y haces de Poisson. Recordemos que un haz de Poisson es un haz fibrado
con una estructura de Poisson (no trivial) en cada fibra que vaŕıa suavemente de una a otra.

Identidad de Curvatura. En este apartado se mostrará que la ecuación (4.19) equivale
a que la curvatura de cada conexión de Ehresmann adaptada a Π tome valores en campos
Hamiltionianos verticales al evaluarse en la distribución (singular) Π\(V◦). Esto generaliza la
llamada identidad de curvatura para el caso de acoplamiento [72, 73, 64, 65].

Proposición 4.2.4 La ecuación (4.19) es equivalente a

Rγ
(

Π\(dπ∗f1),Π\(dπ∗f2)
)

= Π\
V

(
d
(

ΠH(dπ∗f1,dπ
∗f2)

))
, ∀ fi ∈ C∞B ; (4.21)

donde γ es una conexión adaptada a Π en el sentido (4.2) y Rγ ∈ Ω2(M,V) es la forma de
curvatura de γ definida en (2.21).

Demostración. Sea (U, xi, ya) una carta coordenada adaptada a la fibración π tal como en
(2.4). En esta carta, la ecuación (4.19) es equivalente al sistema

Πki
H Πlj

H Curvγ
(

hork, horl
)
−Π\

V

(
dΠij

H

)
= 0,

con ΠH = 1
2 Πij

H hori ∧horj , para i, j, k, l = 1, . . . ,dimB. Este sistema, a su vez, es equiva-
lente a

Curvγ
(

Π\
H

(
dxi
)
,Π\

H

(
dxj
))
−Π\

V

(
d ΠH

(
dxi, dxj

))
= 0.

Finalmente, por la (π∗C∞B )-linealidad de los términos en esta ecuación se sigue (4.21). 2

La ecuación (4.21) se llamará identidad de curvatura (generalizada). Notemos que a pesar
de que la conexión de Ehresmann γ adaptada a Π no es única, la identidad de curvatura
garantiza que la curvatura de γ está determinada de manera única en la distribución Π\(V◦).
Como se mostrará más adelante la identidad de curvatura se puede pensar como una medida
de la obstrucción a que la componente horizontal ΠH sea un tensor de Poisson.

Caso de Acoplamiento. Tal como se mostró en los trabajos [72, 73, 64, 65] en el caso
cuando Π es un tensor de Poisson de acoplamiento las ecuaciones (4.18)-(4.20) admiten una
interpretación geométrica bien definida. Concretamente,

(4.18) ⇐⇒ Lhorγ uΠV = 0, ∀u ∈ ΓTB,
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(4.19) ⇐⇒ Curvγ
(

horγ u1,horγ u2

)
= Π\

V

(
d
(
σ(horγ u1, horγ u2)

))
(4.20) ⇐⇒ dσ

(
horγ u1,horγ u2,horγ u3

)
= 0,

para cualesquiera u1, u2, u3 ∈ ΓTB y donde γ es la conexión de Ehresmann (única) asociada
a la distribución horizontal H = Π\(V◦).

En palabras, (4.18) equivale a que γ sea una conexión de Poisson, ver (2.37). Por otro lado,
(4.19) dice que la curvatura de γ toma valores en campos Hamiltonianos de la estructura de
Poisson vertical ΠV . Notemos que, a diferencia del caso de casi acoplamiento, la identidad de
curvatura (4.21) en este caso determina totalmente la curvatura de γ por ser H = Π\(V◦).
Finalmente, (4.20) es equivalente a que la 2-forma horizontal σ ∈ ΓV◦, llamada forma de
acoplamiento, sea covariantemente cerrada. O en otras palabras, cerrada a lo largo de la
distribución horizontal H. La forma de acoplamiento está determinada por

σ[|H =
(
Π\
H |V◦

)−1
(4.22)

La terna (γ, σ,ΠV ) recibe el nombre de datos geométricos asociados a Π. En [72] se demuestra
que, rećıprocamente, datos geométricos que satisfacen las ecuaciones (4.17)-(4.20) inducen
una única estructura de Poisson de casi acoplamiento.

La factorización (4.17)-(4.20) de la identidad de Jacobi, además de la interpretación
geométrica que admite en el caso de acoplamiento, resulta útil para el estudio y construc-
ción de tensores de Poisson en variedades fibradas de baja dimensión, tema que se abordará
en secciones posteriores.

Tensor de Poisson ΠH. A diferencia de lo que sucede con la componente vertical, ΠH en
general no define un tensor de Poisson en M . Naturalmente, la obstrucción para que esto
suceda se relaciona con la curvatura de las conexiones adaptadas a Π.

Proposición 4.2.5 Sea Π = ΠH + ΠV un tensor de Poisson de casi acoplamiento v́ıa una
conexión de Ehresmann γ y Rγ ∈ Ω2(M,V) la forma de curvatura de γ en (2.21). Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) la componente horizontal ΠH es un tensor de Poisson;

(ii) la curvatura de γ se anula en la distribución Π\(V◦) ⊂ TM , es decir,

Rγ
(
Π\(dπ∗f1),Π\(dπ∗f2)

)
= 0, ∀ fi ∈ C∞B ;

o equivalentemente, [
Π\(ξ1),Π\(ξ2)

]
∈ ΓH, ∀ ξ1, ξ2 ∈ ΓV◦;

(iii) las componentes horizontal ΠH y vertical ΠV de Π forman un par de Poisson.

Aqúı, H es la distribución horizontal asociada a γ.
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Demostración. De las ecuaciones (4.18)-(4.20) se sigue que, por ser Π un tensor de Poisson, su
componente horizontal ΠH es de Poisson si y solamente si [[ΠH ,ΠH ]]2,1 = 0. Por la identidad
de curvatura (4.21), esto es equivalente a que Rγ(Π\(V◦),Π\(V◦)) = 0. Lo que prueba la
equivalencia entre (i) y (ii). Finalmente, es claro que si ΠH es un tensor de Poisson, entonces
la suma ΠH + ΠV es un par de Poisson por el Teorema 4.2.3. Rećıprocamente, si ΠH + ΠV

es un par de Poisson, por definición, ΠH es un tensor de Poisson. Esto prueba la equivalencia
entre (i) y (iii). 2

Recordemos que dos tensores de Poisson Π1 y Π2 forman par de Poisson si la suma
Π1 + Π2 es nuevamente un tensor de Poisson. Notemos que debido a la identidad de curva-
tura (4.21), la condición (iii) en la Proposición 4.2.5 es equivalente a Π\

V

(
d
(
Π\
H(V◦,V◦)

))
= 0.

Corolario 4.2.6 Si Π es un tensor de Poisson de acoplamiento, entonces las condiciones (i)-
(iv) en la Proposición 4.2.5 son equivalentes a la integrabilidad de la distribución horizontal
H = Π\(V◦). Es decir, a que la curvatura de la conexión de Ehresmann asociada a H sea
nula.

Corolario 4.2.7 Sea ψ un tensor de Poisson en B y γ una conexión de Ehresmann en M .
Entonces, el levantamiento horizontal horγ ψ ∈ Γ ∧2 H es un tensor de Poisson si y sólo si

Rγ
(

horγ Xf1 , horγ Xf2

)
= 0, ∀ fi ∈ C∞B ;

donde cada Xfi = ψ\(dfi) es el campo Hamiltoniano asociado a fi y relativo a ψ.

Demostración. Es claro que horγ ψ es un campo bivectorial de casi acoplamiento horizontal.
Luego, por (iii) de la Proposición 4.2.5, horγ ψ es un tensor de Poisson si y solamente si
Rγ
(
(horγ ψ)\(dπ∗f1), (horγ ψ)\(dπ∗f2)

)
= Rγ

(
horγ(ψ\df1),horγ(ψ\df2)

)
= 0. 2

Distribución Caracteŕıstica. Sea Π = ΠH + ΠV un tensor de Poisson de casi acoplamiento
en M . Como anteriormente se mencionó, se tiene una descomposición inducida de la distri-
bución caracteŕıstica de Π,

CΠ = CΠ
H ⊕ CΠ

V , (4.23)

donde
CΠ
H = Π\

H(V◦) ⊆ H y CΠ
V = Π\

V (H◦) = CΠ ∩ V

se llaman las componentes horizontal y vertical de la distribución caracteŕıstica CΠ, respecti-
vamente.

Notemos que, por ser Π un tensor de Poisson, la distribución singular (vertical) CΠ
V es inte-

grable por ser la distribución caracteŕıstica del tensor de Poisson vertical ΠV (ver el Teorema
4.2.3). Por el contrario, la distribución singular (horizontal) CΠ

H no es integrable en general.
La Proposición 4.2.5 da condiciones necesarias y suficientes para la integrabilidad de esta
distribución.
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Nota 4.2.8. La propiedad de casi acoplamiento implica la descomposición (4.23) de la distri-
bución caracteŕıstica de Π. Sin embargo, notemos que el rećıproco no es cierto. Es decir, si
la distribución caracteŕıstica de un tensor de Poisson Π en una variedad fibrada admite una
descomposición como en (4.23), para algunas distribuciones suaves CΠ

H ⊂ TM y CΠ
V ⊆ V,

esto no implica que Π sea de casi acoplamiento. /

Dominio de Acoplamiento y Foliación Simpléctica. En general, describir de manera
completa y detallada la foliación simpléctica de una variedad de Poisson es una tarea poco
realizable. Aun aśı, en variedades fibradas, para foliaciones simplécticas inducidas por tensores
de Poisson de casi acoplamiento esta labor se puede realizar parcialmente.

Sea Π un tensor de Poisson de casi acoplamiento en M . Recordemos que el dominio de
acoplamiento MΠ de Π se define por (4.15). En este caso el hecho que la descomposición
Π = ΠH + ΠV es única (ver el Teorema 4.1.17) confirma que MΠ está bien definida, en el
sentido que no depende de la conexión de Ehresmann que se fije.

Como corolario del Teorema 4.1.14, se tiene que

Π|MΠ es un tensor de Poisson de acoplamiento en MΠ.

Notemos que la propiedad de ser de Poisson es consecuencia de que la condición (1.9) es
natural con respecto a la restricción a subconjuntos abiertos en M .

Proposición 4.2.9 Sea Π un tensor de Poisson de casi acoplamiento en M y MΠ su dominio
de acoplamiento. Entonces, MΠ es invariante bajo el flujo de todos los campos Hamiltonianos
en (M,Π). Aún más, su frontera ∂MΠ consiste de puntos singulares de Π.

Demostración. Sea Π un tensor de Poisson de casi acoplamiento en M . Primero se pro-
bará que la frontera ∂MΠ consiste de puntos singulares de Π. En efecto, primero notemos
que todo entorno U de un punto p ∈ ∂MΠ contiene un punto q ∈MΠ. Por definición de
MΠ, se tiene que rankp ΠH < rankq ΠH . Además, para cada U suficientemente pequeño es
rankp ΠV ≤ rankq ΠV , por ser el rango una función continua inferiormente. Luego, por (4.24),
se sigue que rankp Π < rankq Π. Es decir, p es un punto singular de Π. Lo que demuestra
que ∂MΠ consiste de puntos singulares. En consecuencia, si Sq ⊆ M es una hoja simplécti-
ca de Π por un punto q ∈ MΠ, entonces Sq ⊆ MΠ. En efecto, de contener Sq un punto
p̃ ∈ Int(M \MΠ), tomando una curva continua en Sq que conecte a q y p̃, se sigue que existe
un punto p ∈ ∂MΠ tal que p ∈ Sq. Por lo anteriormente mostrado, rankp Π < rankq Π. Pero
esto contradice al hecho que rankSp Π ≡ const. Por tanto, Sp ⊆MΠ y en consecuencia MΠ

hereda una foliación por hojas simplécticas de Π. Lo que prueba que MΠ es invariante bajo
el flujo de todo campo Hamiltoniano de (M,Π). 2

Con base en la Proposición 4.2.9, se presenta un esquema de la manera en cómo la foliación
simpléctica inducida por Π se distribuye en la variedad M . Para esto, recordemos que MΠ

induce una partición natural de M ,

M = MΠ ∪ ∂MΠ ∪ Int(M \MΠ).
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Esto permite examinar la foliación simpléctica “por partes”. Primero, como consecuencia di-
recta de la Proposición 4.2.9, se tiene que el dominio de acoplamiento MΠ está foliado por
hojas simplécticas con dimensión igual o mayor a la dimensión de B. Esta cota para la di-
mensión de las hojas se obtiene por definición de MΠ y la fórmula (4.24). Naturalmente, en
general, MΠ contiene puntos singulares del tensor de Poisson Π.

Los puntos en la frontera ∂MΠ del dominio de acoplamiento son puntos singulares de Π,
como se afirma en la Proposición 4.2.9. Aśı, de contener ∂MΠ una hoja simpléctica ésta será
singular. En particular, el tensor de Poisson Π puede anularse en los puntos de esta frontera.

Para el abierto Int(M \MΠ), en general, es complicado el dar una descripción del compor-
tamiento de la foliación simpléctica que queda contenida en él. Como se verá en secciones
posteriores, esta tarea se torna un poco más realizable en variedades fibradas de baja dimen-
sión.

Foliación Simpléctica de MΠ. En este apartado se presentan algunas propiedades adicionales
de la foliación simpléctica inducida en el dominio de acoplamiento MΠ. Sean (S, ωS) y (L, ωL)
hojas simplécticas por un punto p ∈MΠ de los tensores de Poisson Π y ΠV respectivamente.
Entonces, se tiene primero que L ⊂ S. El espacio tangente a S y la forma simpléctica ωS en
p admiten la siguiente descomposición

TpS = Π\
p(V◦p)⊕ TpL y ωSp = σp ⊕ ωLp,

donde σ ∈ Γ ∧2 V◦ es la 2-forma de acoplamiento en MΠ del tensor de Poisson Π|MΠ (de
acoplamiento) definida en (4.22). Notemos que en la medida que el punto p se aproxima a
la frontera ∂MΠ el factor σp se torna singular. Esta observación exhibe una obstrucción a la
existencia de una forma diferencial análoga a σ para la clase de tensores de Poisson de casi
acoplamiento.

Rango y Otras Propiedades. En este apartado se presenta una descripción del rango de
los tensores de Poisson de casi acoplamiento aśı como la de algunas propiedades generales.

Sea Π = ΠH + ΠV un tensor de Poisson de casi acoplamiento v́ıa una conexión de
Ehresmann γ en M . Luego, la unicidad de su descomposición implica que

rank Π = rank ΠH + rank ΠV (4.24)

En consecuencia, se puede dar una caracterización del conjunto de puntos de un rango definido:

{rank Π = r} =
⋃
·

r1+r2 = r

MH
r1 ∩ M

V
r2 ,, (4.25)

donde MH
r1 := {p ∈M | rankp ΠH = r1} y MV

r2 := {p ∈M | rankp ΠV = r2}, con r, ri ∈ Z.

Notemos que los ı́ndices ri vaŕıan por r1 = 0, . . . ,dimB y r2 = 0, . . . , (dimM − dimB). A
su vez, estos subconjuntos de M se pueden calcular de manera más expĺıcitica por

MH
r1 =

{
Πs1
H 6= 0

}
∩
{

Πs1+1
H = 0

}
, si r1 = 2s1,
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MV
r2 =

{
Πs2
V 6= 0

}
∩
{

Πs2+1
V = 0

}
, si r2 = 2s2,

donde se ha definido Πn
H := ΠH ∧

n· · · ∧ΠH y Π0
H ≡ 1, para todo n ∈ N. La definción para

ΠV es análoga. Esta descripción de los rangos de Π es útil en variedades fibradas de baja
dimensión.

Corchete de Poisson. Debido a la descomposición bigraduada de Π el corchete de Poisson
asociado a este tensor, {f, g}Π = Π(df,dg), se puede expresar como suma de dos componentes

{f, g}Π = {f, g}H + {f, g}ΠV , ∀ f, g ∈ C∞M ;

donde {, }ΠV denota el corchete de Poisson asociado al tensor de Poisson vertical ΠV y {, }H
está definido por {f, g}H = ΠH

(
d1,0f,d1,0g

)
. Notemos que en general {, }H no define un

corchete de Poisson en M .

Campos Hamiltonanos. Dada una función h ∈ C∞M , el campo Hamiltoniano Xh = Π\(dh),
asociado a h y relativo al tensor de Poisson Π, hereda una descomposición bigraduada Xh =
(Xh)1,0 + (Xh)0,1 donde

(Xh)1,0 = Π\
H

(
d1,0h

)
y (Xh)0,1 = Π\

V

(
d0,1h

)
. (4.26)

Notemos que el término vertical (Xh)0,1 es el campo Hamiltoniano asociado a la función h y
relativo al tensor de Poisson vertical ΠV .

Claramente los campos Hamiltonianos asociados a funciones proyectables en M son cam-
pos vectoriales horizontales con respecto a la conexión de Ehresmann γ. Recordemos que una
función en M se dice proyectable si está π-relacionada con una función en la base B.

Funciones de Casimir. Por ser Π de casi acoplamiento, se tiene la siguiente relación entre las
funciones de Casimir de Π y las de su componente vertical ΠV ,

Casim(U,Π) ⊆ Casim(U,ΠV ).

Esto se puede ver como consecuencia inmediata de (4.26).

Notemos que π∗C∞B ⊆ Casim(M,ΠV ), es decir, toda función proyectable en M es una
función de Casimir del tensor de Poisson vertical ΠV . En particular, si ΠV es no degenerado,
entonces Casim(M,ΠV ) = π∗C∞B .

Campos de Poisson. En términos bigraduados, un campo vectorial W es un campo de Poisson
para el tensor de Poisson de casi acoplamiento Π si y solamente si

[[W,ΠH ]]2,0 = 0, (4.27)

[[W,ΠH ]]1,1 + [[W1,0,ΠV ]]1,1 = 0, (4.28)

[[W,ΠV ]]0,2 = 0, (4.29)



64 4.2. Tensores de Poisson de Casi Acoplamiento

donde la bigraduación del campo W = W1,0 + W0,1 y del corchete de Schouten-Nijenhuis
en (2.32) es con respecto a γ. Es sencillo verificar que si W = Π\(df), entonces satisface de
manera automática las tres ecuaciones anteriores. Lo que corrobora que todo campo Hamil-
toniano es un campo de Poisson.

Notemos que, por definición, todo campo de Poisson proyectable para Π es un campo de
Poisson para su componente vertical ΠV ,

Poisspr(M,Π) ⊆ Poiss(M,ΠV )

Recordemos que un campo vectorial W en M se llama proyectable si [W,ΓV] ⊆ ΓV. En
consecuencia, [[W,ΠV ]] = [[W,ΠV ]]2,0 y por tanto [[W1,0,ΠV ]]1,1 = 0 en (4.28).

La discusión anterior da lugar a la siguiente proposición que es una generalización de re-
sultados obtenidos en [69] para el caso de acoplamiento.

Proposición 4.2.10 Sea Π = ΠH + ΠV un tensor de Poisson de casi acoplamiento en una
variedad fibrada M . Entonces, existen homomorfismos canónicos

Ham(M,Π) −→ Ham(M,ΠV ), (4.30)

Poisspr(M,Π) −→ Poiss(M,ΠV ), (4.31)

Demostración. Sea γ una conexión de Ehresmann adaptada a Π en el sentido (4.2). Si Xh ∈
Ham(M,Π), entonces, por (4.26), el homomorfismo (4.30) se define como la proyección lineal

prV (Xh) := (Xh)0,1,

donde la bigraduación X = (Xh)1,0 + (Xh)0,1 es con respecto a γ. Análogamente, si W ∈
Poisspr(M,Π), entonces, por (4.28) y (4.29), el homomorfismo (4.30) se define como la pro-
yección lineal

prV (W ) := W0,1,

donde la bigraduación W = W1,0 +W0,1 es con respecto a γ. En general, si W no es proyec-
table el término [[W1,0,ΠV ]]1,1 en (4.28) no es cero y por tanto la componente vertical W0,1

del campo vectorial W no es un campo de Poisson para ΠV . 2

Nota 4.2.11. Los homomorfismos (4.30) y (4.31) no son homomorfismos de álgebras de Lie en
general. /

Corolario 4.2.12 Sea γ una conexión de Ehresmann adaptada a Π = ΠH + ΠV . Si γ es
una conexión de Poisson en (M,ΠV ), entonces el dominio del morfismo (4.31) es el conjunto
Poiss(M,Π) de todos los campos de Poisson para Π en M .

Demostración. Por la definición (2.37), se sigue que si γ es una conexión de Poison en (M,ΠV ),
entonces es [[W1,0,ΠV ]]1,1 = 0 en (4.28). Lo que implica, por (4.29) que la componente vertical
de todo campo de Poisson para Π es un campo de Poisson para ΠV . 2
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4.3. Simetŕıas y Reconstrucción

En esta sección se estudia el problema de la invarianza de la propiedad de casi acopla-
miento bajo transformaciones gauge para tensores de Poisson. Adicionalmente se presentan
otras simetŕıas para la familia de tensores de Poisson de casi acoplamiento y un método para
la construcción de esta clase de tensores en un tipo especial de variedades fibradas.

Dado un tensor de Poisson Π en M , en este apartado será

FΠ ≡ Foliación simpléctica inducida por Π. (4.32)

Aśı, una 2-forma diferencial λ ∈ Γ ∧2 T∗M se dirá FΠ-cerrada si es cerrada a lo largo de las
hojas de la foliación simpléctica de Π, es decir, el pullback de λ a cada hoja simpléctica de Π
es cerrada.

4.3.1. Transformaciones Gauge.

Primero notemos que si λ es una 2-forma FΠ-cerrada y el morfismo

(id− λ[ ◦Π\) : T∗M → TM es invertible,

entonces existe un tensor de Poisson (bien) definido por el morfismo antisimétrico

Π
\

= Π\ ◦
(

idT∗M − λ[ ◦Π\
)−1

(4.33)

donde λ[ : TM → T∗M denota el morfismo de haces vectoriales definido por X 7→ iXλ. En
este contexto, a la función τλ : Π 7→ Π se le llama la transformación gauge de Π asociada a
la 2-forma λ, o más brevemente, la transformación λ-gauge de Π.

Definición 4.3.1 Dos tensores de Poisson Π y Π se dirán gauge equivalentes si están rela-
cionadas por (4.33) para alguna 2-forma FΠ-cerrada λ en M .

Como se mencionó anteriormente las foliaciones simplécticas de dos tensores de Poisson
λ-gauge equivalentes Π y Π son iguales salvo por la estructura simpléctica en cada hoja. Con-
cretamente, una hoja simpléctica t́ıpica de Π es dada por (S, ωS + i∗Sλ), donde (S, ωS) es una
hoja simpléctica de Π e iS : S ↪→M la inclusión canónica.

Ahora, para un tensor de Poisson de casi acoplamiento resulta natural preguntar bajo qué
condiciones la transformación gauge de éste es nuevamente de casi acoplamiento.

Teorema 4.3.2 Sean π : M → B una variedad fibrada y Π = ΠH + ΠV un tensor de Pois-
son de casi acoplamiento y γ una conexión de Ehresmann adaptada a Π. Sea λ una 2-forma
en M con descomposición bigraduada λ = λ2,0 + λ1,1 + λ0,2 respecto a γ. Supóngase que la
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2-forma diferencial λ es FΠ-cerrada y los siguientes morfismos de haces vectoriales son in-
vertibles,(

idT∗M − λ[ ◦Π\
)

: T∗M → T∗M e
(

idT∗M − λ[0,2 ◦Π\
V

)∣∣
H◦ : H◦ → H◦. (4.34)

Entonces la transformación λ-gauge Π de Π determinado por (4.33) es un tensor de Poisson
de casi acoplamiento con respecto a la conexión de Ehresmann

γ̃ = γ −
(

idTM −Π\
V ◦ λ

[
0,2

)−1 ◦Π\
V ◦ λ

[
1,1. (4.35)

Aún más, la segunda condición en (4.34) no depende de γ.

Para la demostración de este teorema primero se presenta un lema auxiliar.

Lema 4.3.3 (Complemento de Schur) Sea A = [Aij ] una matriz por bloques 2×2 invertible.
Si el bloque A22 es invertible, entonces

A−1 =

(
(A/A22)−1 −(A/A22)−1A12A

−1
22

−A−1
22 A21 (A/A22)−1 A−1

22 + A−1
22 A21 (A/A22)−1A12A

−1
22

)
,

donde A/A22 := A11 −A12A
−1
22 A21 se llama complemento de Schur, asociado al bloque A22.

Demostración (del Teorema 4.3.2). Fijemos una carta coordenada (U, xi, ya) adaptada a la
fibración π tal como en (2.4). Por la descomposición (2.1) de TM inducida por Hγ , los mor-
fismos lineales Π\ y λ[ se pueden identificar con matrices por bloques 2× 2,

Π\ '

(
Π\
H |V◦ 0

0 Π\
V |H◦

)
y λ[ '

(
λ[2,0|H λ[1,1|V
λ[1,1|H λ[0,2|V

)
,

donde λ = λ2,0 + λ1,1 + λ0,2 es la descomposición bigraduada de λ inducida por γ. Aśı, se
puede identificar

(
idT∗M − λ[ ◦Π\

)
'

(
idV◦ − λ[2,0 ◦Π\

H

∣∣
V◦ −λ[1,1 ◦Π\

V

∣∣
H◦

−λ[1,1 ◦Π\
H

∣∣
V◦ idH◦ − λ[0,2 ◦Π\

V

∣∣
H◦

)
. (4.36)

Luego, si se supone que el morfismo
(
idH◦ − λ[0,2 ◦Π\

V |H◦
)

=
(
idT∗M − λ[0,2 ◦Π\

V

)
|H◦ es in-

vertible, por el Lema 4.3.3, se puede determinar de manera expĺıcita la inversa de la matriz
en (4.36) y por tanto la matriz por bloques (y los bloques) con la que podemos identificar el

morfismo antisimétrico Π
\

en (4.33). En particular, después de cálculos directos, se obtiene
que

Π
\
1,1

∣∣
H◦ = Π

\
2,0 ◦ λ[1,1 ◦Π\

V ◦
(
idT∗M − λ[0,2 ◦Π\

V

)−1∣∣
H◦ ,

o equivalentemente,

Π
\
1,1

∣∣
V◦ =

[(
idTM −Π\

V ◦ λ
[
0,2

)−1 ◦Π\
V ◦ λ

[
1,1

]
◦Π

\
2,0

∣∣
V◦ ,
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donde Π = Π2,0 + Π1,1 + Π0,2 es la descomposición bigraduada respecto a γ del campo bi-
vectorial Π inducido por el morfismo (4.33). Notemos que si definimos

Ξλ :=
(
idTM −Π\

V ◦ λ
[
0,2

)−1 ◦Π\
V ◦ λ

[
1,1, (4.37)

se tiene una relación como en (4.8)

Π
\
1,1

∣∣
V◦ = Ξλ ◦Π

\
2,0

∣∣
V◦ ,

donde Ξλ : TM → TM , por construcción, es un morfismo lineal (suave) con la propiedad
Im Ξλ ⊆ V ⊆ ker Ξλ. Por tanto, por el Lema 4.1.7, se sigue que Π es de casi acoplamiento v́ıa
la conexión de Ehresmann

γ̃ = γ − Ξλ = γ −
(
idTM −Π\

V ◦ λ
[
0,2

)−1 ◦Π\
V ◦ λ

[
1,1.

Finalmente, es claro que Π es un tensor de Poisson por ser λ una 2-forma diferencial FΠ-
cerrada. 2

Asumiendo que Π es un tensor de Poisson de casi acoplamiento, una pregunta natural es
el determinar sus componentes horizontal y vertical de manera expĺıcita.

Corolario 4.3.4 Las componentes horizontal ΠH y vertical ΠV de la transformación λ-
gauge Π del tensor de Poisson Π que enuncia el Teorema 4.3.2 están determinadas respecti-
vamente por

ΠH
\

=
(
idTM + Ξλ

)
◦Π\

H ◦
(

I−λ[◦Π\
I−λ[0,2◦Π

\
V

)−1
◦
(

idT∗M + Ξ∗λ
)

(4.38)

ΠV
\

=
[

Π\
V −

(
G∗V ◦Π\

V −Π\
V ◦GV

)
◦ λ[1,1 ◦Π\

H ◦
(

I−λ[◦Π\
I−λ0,2◦Π\V

)−1
◦ λ[1,1 ◦Π\

V

]
◦GV (4.39)

donde el morfismo Ξλ está definido en (4.37) y

GV :=
(

idT∗M − λ[0,2 ◦Π\
V

)−1
: T∗M → T∗M ,

I−λ[◦Π\
I−λ[0,2◦Π

\
V

:= idT∗M−
(
λ[2,0 +λ[1,1◦Π

\
V ◦
(

idT∗M−λ[0,2◦Π
\
V

)−1◦λ[1,1
)
◦Π\

H : T∗M → T∗M .

Demostración. Sea Π = Π2,0 + Π1,1 + Π0,2 la descomposición bigraduada respecto a γ del
tensor de Poisson Π. Luego, por el Lema 4.1.7 y las igualdades (4.9)-(4.10), las componentes
horizontal y vertical de Π (de casi acoplamiento) respecto a la conexión de Ehresmann γ̃ en
(4.35) están determinadas por

Π̃
\

2,0 =
(
idTM + Ξλ

)
◦Π

\
2,0 ◦

(
idT∗M + Ξ∗λ

)
,

Π̃
\

0,2 = Π
\
0,2 − Ξλ ◦Π

\
2,0 ◦ Ξ∗λ,
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donde Ξλ está definido en (4.37). Observando que la matriz por bloques con la que podemos

identificar el morfismo Π
\

en (4.33) es Π
\
2,0|V◦ Π

\
1,1|H◦

Π
\
1,1|V◦ Π

\
0,2|H◦

 =

(
Π\
H |V◦ 0

0 Π\
V |H◦

)(
idV◦ − λ[2,0 ◦Π\

H

∣∣
V◦ −λ[1,1 ◦Π\

V

∣∣
H◦

−λ[1,1 ◦Π\
H

∣∣
V◦ idH◦ − λ[0,2 ◦Π\

V

∣∣
H◦

)−1

,

por el Lema 4.3.3, se pueden determinar de manera expĺıcita Π
\
2,0 y Π

\
0,2. Con esto y el

Teorema 4.1.17 se obtienen (4.38) y (4.39). 2

A continuación, se presenta una familia de 2-formas diferenciales que, bajo la condición
(4.33) y de FΠ-cerradura, preservan la propiedad de casi acoplamiento.

Corolario 4.3.5 (del Teorema 4.3.2) Si Imλ0,2 ⊆ ker Π\
V , entonces la transformación λ-

gauge Π del tensor de Poisson Π es de casi acoplamiento con respecto a la conexión de Eh-
resmann

γ̃ = γ − Π\
V ◦ λ

[
1,1.

Las componentes horizontal y vertical de Π están determinadas por

ΠH
\

=
(

idTM + Π\
V ◦ λ

[
1,1

)
◦Π\

H ◦
(

I−λ[◦Π\
H◦

)−1
◦
(

idT∗M + λ[1,1 ◦Π\
V

)
,

ΠV
\

= Π\
V , (4.40)

donde I−λ[◦Π\
H◦ = idT∗M −

(
λ[2,0 + λ[1,1 ◦Π\

V ◦ λ[1,1
)
◦Π\

H .

Demostración. Si Imλ0,2 ⊆ ker Π\
V , entonces (idT∗M − λ[0,2 ◦ Π\

V ) = idT∗M es un morfismo
invertible y por tanto la segunda condición en (4.34) se cumple de manera automática. La
igualdad (4.40) se sigue de (4.39). 2

Corolario 4.3.6 (del Teorema 4.3.2) Si Π es un tensor de Poisson de acoplamiento, entonces
Π es nuevamente un tensor de Poisson de acoplamiento.

Demostración. De (4.38) es sencillo verificar que H̃ = Π
\
(V◦), donde H̃ = (idTM + Ξλ)(H),

es la distribución horizontal inducida por la conexión de Ehresmann γ̃ dada por (4.35). 2

Corolario 4.3.7 Los dominios de acoplamiento de Π y Π son iguales, esto es, MΠ = MΠ.

Demostración. Por ser Ξ2
λ = 0, el morfismo (id + Ξλ) es invertible. Luego, de (4.38) se sigue

que rank ΠH = rank ΠH . Lo que implica, por la definición (4.15) de dominio de acoplamiento,

que MΠ = MΠ. 2
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Ejemplo 4.3.8 En un haz fibrado π : M → B, sea Π = ΠH + ΠV un tensor de Poisson
de casi acoplamiento v́ıa una conexión de Ehresmann γ en M . Consideremos la familia de
2-formas diferenciales en M dada por

λ = −dµ+ ζ,

donde µ ∈ ΓV0 es una 1-forma horizontal y ζ ∈ Γ ∧2 V0 es una 2-forma horizontal la
cual satisface que d1,0ζ = 0 y ζ

(
horγu1,horγu2

)
∈ Casim

(
M,ΠV

)
, para cualesquiera

u1, u2 ∈ ΓTB. Notemos que cada λ es una forma diferencial FΠ-cerrada. Por tanto, bajo la
condición de no-degeneración,(

idT∗M − λ[ ◦Π\
H + (d0,1µ)[ ◦Π\

V

)
invertible,

la transformación λ-gauge de Π es un tensor de Poisson de casi acoplamiento respecto a la
conexión de Ehresmann

γ̃ = γ + Π\
V ◦ (d0,1µ)[. (4.41)

Esto se deduce del Corolario 4.3.5 pues en este caso son λ0,2 = 0, λ1,1 = −dγ0,1µ y λ2,0 =
−dγ1,0µ+ ζ, donde la bigraduación d = dγ1,0 + dγ2,−1 + dγ0,1 para la diferencial exterior es con
respecto a la conexión γ. /

Simetŕıas. Por una simetŕıa de las ecuaciones de integrabilidad (4.17)-(4.20) se entenderá
una transformación sobre la familia de campos bivectoriales de casi acoplamiento que preserve
estas ecuaciones. Es decir, que preserve la familia de tensores de Poisson de casi acoplamiento.

Corolario 4.3.9 Bajos las hipótesis del Teorema 4.3.2, la transformación λ-gauge Π 7→ Π
en (4.33) define una simetŕıa de las ecuaciones de integrabilidad (4.17)-(4.20).

Difeomorfismos que Preservan Fibras. Recordemos que un difeomorfismo g : M →M se dice
preserva las fibras de π si existe un difeomorfismo g0 : B → B en la base tal que π ◦ g = g0 ◦ π.
La propiedad principal de g es que su diferencial dg : TM → TM deja invariante la distribu-
ción vertical V, esto es, (dg)(V) ⊆ V.

Entonces, dado un tensor de Poisson de casi acoplamiento Π = ΠH+ΠV v́ıa una conexión
de Ehresmann γ, el pullback g∗Π es nuevamente un tensor de Poisson de casi acoplamiento
v́ıa la conexión g∗γ con componentes bigraduadas(

g∗Π
)
H

= g∗ΠH y
(
g∗Π

)
V

= g∗ΠV .

Aqúı, el pullback g∗γ es la conexión de Ehresmann enM definida por (g∗γ)(X) = g∗(γ(g∗X)),
para cada X ∈ ΓTM . Esta conexión está bien definida ya que el difeomorfismo g preserva la
distribución vertical V.
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4.4. Propiedad de Casi Acoplamiento Vı́a Levantamiento

En este apartado se presenta una manera de inducir tensores de Poisson de casi acopla-
miento en una clase especial de variedades fibradas: aquellas cuya variedad base también
admite una fibración (no trivial). La idea básica para realizar lo anterior es “levantar” ten-
sores de Poisson de casi acoplamiento. A este procedimiento lo denominaremos reconstrucción.

Supóngase que existen submersiones sobreyectivas

M2
p−→ M1

π1−→ B,

entre las variedades diferenciales M2, M1 y B. En otras palabras, M2 es una variedad fibrada
sobre M1 y ésta, a su vez, es una variedad fibrada sobre B. Notemos que de manera automática
se tiene una fibración de M2 sobre B dada por

M2
π2−→ B, π2 = π1 ◦ p.

La distribución vertical de esta fibración V2 = ker dπ2 ⊂ TM2, por construcción, se recupera
por

V2 = (dp)−1(V1),

donde V1 = ker dπ1 ⊂ TM1 es la distribución vertical del fibrado π1 : M1 → B.

Aunque se pueden fijar distintos subhaces complementarios a la distribución vertical V2,
una manera de hacerlo es utilizando descomposiciones de los haces tangente sobre las varie-
dades M2 y M1. Concretamente, dada una descomposición del haz tangente TM1 = H1 ⊕V1

inducida por una distribución horizontal H1 asociada a una conexión de Ehresmann γ1 en
M1, se tiene que

TM2 = H2 ⊕ V2 con H2 = (dp)−1(H1) ∩ H̃2. (4.42)

donde H̃2 ⊂ TM2 es una distribución horizontal asociada a una conexión de Ehresmann γ̃2

en M2.

Proposición 4.4.1 Sean Π1 un tensor de Poisson en M1 y γ2 la conexión de Ehresmann
asociada a la distribución horizontal H2 en (4.42). Entonces, el levantamiento horizontal
Π2 = horγ2(Π1) es un tensor de Poisson de casi acoplamiento v́ıa γ2 en M2 si y sólo si

Curvγ2

(
horγ2

(
Π\

1df1

)
,horγ2

(
Π\

1df2

))
= 0, ∀ f1, f2 ∈ C∞M1

.

Demostración. Es consecuencia directa del Corolario 4.2.7. 2

En particular, si H2 (4.42) es una distribución integrable, entonces Π2 resulta un tensor
de Poisson de casi acoplamiento en M2.
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Ejemplo 4.4.2 Sea Rn = R3
x×Rn−3

y → R3
x un haz fibrado trivial con Π1 = ψ(x) ∂

∂x ∧
∂
∂x un

tensor de Poisson en R3
x, esto es, tal que 〈ψ, rotψ〉 = 0. Entonces, el levantamiento horizontal

horγ2 Π1 = ψ(x) ∂
∂x ∧

∂
∂x ⊕ 0, respecto a la conexión trivial γ2 en Rn, es un tensor de Poisson

horizontal en Rn. /

Ejemplo 4.4.3 Sea Rn = R4
x×Rn−4

y → R4
x un haz fibrado trivial. Consideremos R4 = R3

x′×
Ry′ → R3

x′ como haz fibrado trivial sobre R3
x′ . Sea Π1 = ψ(x′, y′) ∂

∂x′ ∧
∂
∂x′ +φ(x′, y′) ∂

∂x′ ∧
∂
∂y′

un tensor de Poisson en R4, esto es, tal que

ψ ·
(

rotψ +
∂φ

∂y′

)
− ∂(ψ · φ)

∂y′
= 0,

φ×
(

rotψ +
∂φ

∂y′

)
+ (div φ)ψ − ∇(ψ · φ) = 0.

Entonces, el levantamiento horizontal horγ2 Π1 = Π1⊕ 0, respecto a la conexión trivial γ2 en
Rn, es un tensor de Poisson horizontal en Rn. /

4.5. Caso Orientable Sobre Bases 2-Dimensionales

En esta sección se estudian propiedades de los tensores de Poisson de casi acoplamiento
en variedades fibradas sobre bases 2-dimensionales. Una de las motivaciones para centrarse en
este tipo de fibraciones es la combinación entre la practicidad de los cálculos y la no trivialidad
de los resultados. Por ejemplo, los tensores de Poisson de casi acoplamiento y las ecuaciones
de integrabilidad (4.17)-(4.20) se pueden expresar de manera más expĺıcita en términos de
una función y una forma diferencial. Por dimensiones, también se deduce que el dominio de
acoplamiento de un tensor de Poisson de casi acoplamiento es vaćıo si y solamente si el tensor
es vertical, entre otros resultados.

Sea π : M → B un haz fibrado sobre una variedad diferencial 2-dimensional B. Se su-
pondrá en esta sección que M es una m-variedad orientada con una forma de volumen des-
componible Ω. Esto es, dada una conexión de Ehresmann γ en M (arbitraria) se tiene

Ω = ΩH ∧ ΩV, (4.43)

donde
ΩH ∈ Γ ∧2 V◦ y ΩV ∈ Γ ∧m−2 H◦, (4.44)

con m = dimM . Notemos que rankH = 2.

Si bien la descomposición (4.43) no es única ésta no depende de la conexión de Ehresmann
que se elija. En esta sección se asumirán ΩH y ΩV fijos salvo que se mencione lo contrario.

Notemos que (4.43) se realiza, si por ejemplo, las fibras de π o la base B son orientables.
De hecho, la orientabilidad de las fibras de π es una condición necesaria para (4.43) pues la
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restricción de ΩV a cada una de estas fibras induce una forma de volumen en ellas.

Por otro lado, para las formas diferenciales ΩH y ΩV en la descomposición (4.44) existen
unos únicos campos multivectoriales (duales) QH ∈ Γ ∧2 H y QV ∈ Γ ∧m−2 V tales que

iQH
ΩH = 1 e iQV

ΩV = 1. (4.45)

Recordemos que aqúı el producto interior de campos multivectoriales y formas diferenciales
está definida por la regla iX∧Y = iX ◦ iY , para cualesquiera X,Y ∈ ΓTM . Además, ΩV y
QH dependen de la conexión de Ehresmann γ dada.

Triples de Poisson. En este apartado se muestra que bajo la condición de orientabilidad
(4.43) cada tensor de Poisson de casi acoplamiento en M está en correspondencia con una
terna (γ, κ, β) que consiste de

una conexión de Ehresmann γ en M ,

una función κ ∈ C∞M ,

una (m− 4)-forma horizontal β ∈ Γ ∧m−4 V◦, con m = dimM ,

las cuales satisfacen un sistema de ecuaciones llamadas ecuaciones de integrabilidad. Como se
verá, esta correspondencia no es biuńıvoca pero ayuda a describir ciertas propiedades de los
tensores de Poisson de casi acoplamiento de una manera más expĺıcita.

Primero, a una terna (γ, κ, β) se le puede asociar el campo bivectorial en M dado por

Π = −κQH + Pβ, (4.46)

donde
Pβ := −iβQV ∈ Γ ∧2 V, (4.47)

es independiente de γ y está determinado de manera única por la restricción de la forma β
a la distribución vertical V, β|V ∈ Γ ∧m−4 V∗, la cual resulta una (m − 4)-forma diferencial
fibrada. Es claro que Π es un campo bivectorial de casi acoplamiento con componente hori-
zontal ΠH = −κQH y componente vertical ΠV = Pβ.

Antes de presentar el primer resultado de este apartado se introducen las siguientes formas
diferenciales en M que serán necesarias para su formulación:

ΓV◦ 3 θ := (−1)m iQV
d1,0ΩV, (4.48)

ΓH◦ 3 ν := iQH
d0,1ΩH, (4.49)

Γ ∧m−3 H◦ 3 % := iQH
d2,−1ΩV. (4.50)

donde la descomposición de la diferencial exterior para formas en (2.33) es con respecto a la
conexión de Ehresmann γ. En consecuencia, las formas diferenciales (4.48)-(4.50) son depen-
dientes de γ.
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Teorema 4.5.1 Sea π : M → B un haz fibrado sobre una 2-variedad B. Supóngase que M es
una variedad orientada con una forma de volumen descomponible Ω = ΩH ∧ΩV definida por
(4.44). Entonces, un campo bivectorial de casi acoplamiento Π = −κQH + Pβ es un tensor de
Poisson en M si y sólo si la terna (γ, κ, β) satisface las siguientes ecuaciones de integrabilidad:

d0,1iiβQV
β − 2 iiβQV

d0,1β = 0, (4.51)

κ ( d1,0β − θ ∧ β ) = 0, (4.52)

d0,1κ ∧ β − κ ( ν ∧ β + κ% ) = 0. (4.53)

La prueba de este teorema se basa en una verificación directa de que las ecuaciones (4.17)-
(4.20) son equivalentes a las ecuaciones (4.51)-(4.53) definiendo ρ = iΠ( ΩH ∧ ΩV) y usando
agumentos de bigrado para la ecuación (3.3) en la Proposición 3.1.1. Notemos que la ecuación
(4.20) se satisface automáticamente debido a la dimensión de la variedad B. Naturalmente,
las ecuaciones(4.51)-(4.53) no dependen de la elección de la forma de volumen Ω elejida.

Definición 4.5.2 Un triple de Poisson es una terna (γ, κ, β) que satisface (4.51)-(4.53).

La ecuación (4.51) para β no depende de la conexión de Ehresmann γ y como se mencionó
en la anteriormente representa la identidad de Jacobi para el campo bivectorial vertical Pβ en

(4.47), el cual induce el haz de Poisson (M
π→ B,Pβ). El correspondiente tensor de Poisson

fibrado se obtiene mediante la restricción de β a las fibras de π.

La ecuación (4.53) es equivalente a la identidad de curvatura (4.21) que en este caso adopta
la forma

κ2Rγ
(
idπ∗f1QH, idπ∗f2QH

)
= id(κQH(dπ∗f1,dπ∗f2) )Pβ (4.54)

para cualesquiera f1, f2 ∈ C∞B .

Corolario 4.5.3 Un campo bivectorial horizontal Π = −κQH inducido por una terna (γ, κ, 0)
es un tensor de Poisson en M si y sólo si la conexión de Ehresmann γ es plana en el dominio
de acoplamiento MΠ = M \ {κ = 0} de Π.

Demostración. Para el caso β = 0, las ecuaciones (4.51)-(4.53) son equivalentes a la condición
κ% = 0. Esta ecuación, por la identidad de curvatura (4.54), traduce en pedir que la conexión
γ sea plana en el abierto {κ 6= 0} que es el dominio de acoplamiento de Π = −κQH. 2

A continuación se presenta la versión rećıproca del Teorema 4.5.1 la cual afirma que todo
tensor de Poisson de casi acoplamiento en M se puede representar como en (4.46).

Teorema 4.5.4 Sea π : M → B un haz fibrado sobre una 2-variedad B. Supóngase que M
es una variedad orientada con una forma de volumen descomponible Ω = ΩH ∧ ΩV definida
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por (4.44). Entonces, cada tensor de Poisson de casi acoplamiento Π = ΠH + ΠV v́ıa una
conexión de Ehresmann γ′ en M es de la forma (4.46) y en consecuencia induce un triple de
Poisson (γ, κ, β) dado por

γ = γ′, κ = −iΠHΩH, β = −iΠV ΩV. (4.55)

Demostración. Si se define el triple (4.55) es claro que

ΠH = −iiΠHΩHΩH = −κQH y ΠV = −iiΠV ΩVQV = −iβQV.

Por tanto, se tiene que Π = −κQH − iβQV. 2

Como corolario de este teorema se tiene que la asignación (γ, κ, β) 7→ Π es sobreyectiva. Sin
embargo, esta asignación no es uno a uno (ver Ejemplo 4.5.5).

Ejemplo 4.5.5 Una terna (γ, 0, β), donde γ es una conexión de Ehresmann en M arbitraria
y β una (m − 4)-forma vertical que satisface (4.51), es un triple de Poisson el cual induce el
tensor de Poisson vertical Π = Pβ en (4.47). /

A continuación se presenta una descripción de ciertas propiedades y objetos asociados a
los tensores de Poisson de casi acoplamiento en términos de los triples de Poisson. Para esto,
en lo que sigue Π en (4.46) será un tensor de Poisson de casi acoplamiento asociado a un triple
de Poisson (γ, κ, β). El conjunto de ceros de la función κ y la (m− 4)-forma diferencial β se
denotarán por

Z(κ) = {κ = 0} y Z(β) = {β = 0}. (4.56)

Notemos que {κQH = 0} = Z(κ) y {Pβ = 0} = Z(β).

Dominio de Acoplamiento y Rango. Por definición, se tiene que el dominio de acoplamiento
MΠ del tensor de Poisson Π en (4.46) es dado por

MΠ = M \ Z(κ).

Luego, se tiene la descomposición de la variedad

M = MΠ ∪ ∂
(
Z(κ)

)
∪ Int

(
Z(κ)

)
. (4.57)

Ahora, usando (4.25), se pueden determinar los conjuntos en los cuales el rango de Π tiene
un valor constante:

{rank Π = 0} = Z(κ) ∩ Z(β),

{rank Π = 2} = MΠ ∩ Z(β)
⋃
· Z(κ) ∩

(
M \ Z(β)

)
∩
{
P 2
β = 0

}
,

...

{rank Π = 2r} = MΠ ∩
{
P r−1
β 6= 0

}
∩
{
P rβ = 0

} ⋃
· Z(κ) ∩

{
P rβ 6= 0

}
∩
{
P r+1
β = 0

}
,
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donde se ha definido Pnβ := Pβ ∧
n· · · ∧ Pβ y P 0

β ≡ 1, para todo n ∈ N. En particular,

{rank Π = máximo} = MΠ ∩
{
P
bm/2c−1
β 6= 0

}
,

donde bm/2c = max{n ∈ N |n ≤ m/2}.

Nota 4.5.6. Si MΠ ∩ suppβ = Ø y Pnβ = 0 para todo n ≥ 2, entonces el rango de Π es
igual a 0 ó 2 y el tensor de Poisson Π es de tipo Flaschka-Ratiu [16]. Tal clase de tensores
son utilizados en la construcción de estructuras de Poisson con foliaciones caracteŕısticas
predeterminadas [29, 25]. /

El corchete de Poisson definido por Π en (4.46) es dado por

{f, g} = κ
d1,0f ∧ d1,0g

ΩH
+

d0,1f ∧ d0,1g ∧ β
ΩV

,

donde el segundo término en la parte derecha de esta igualdad representa el corchete de Pois-
son inducido por Pβ el cual se denotará por {, }β.

Dada una función h ∈ C∞M , el campo Hamiltoniano Xh = idhΠ asociado a esta función
tiene por descomposición bigraduada Xh = (Xh)1,0 + (Xh)0,1 donde

(Xh)1,0 = −κ id1,0hQH y (Xh)0,1 = idhPβ = −id0,1h∧βQV. (4.58)

De esto se sigue que

CΠ =
{
κhorγ u |u ∈ ΓTB

}
⊕
{
idf∧βQV | f ∈ C∞M

}
.

Como consecuencia de la bigraduación (4.58) de los campos Hamiltonianos se sigue que
el espacio Casim(M,Π) de funciones de Casimir de Π consiste de todas las funciones c ∈ C∞M
tales que

κd1,0c = 0 y d0,1c ∧ β = 0, (4.59)

donde la segunda condición determina el espacio de funciones de Casimir de Pβ, Casim(M,Pβ).

Interpretación Geométrica de las Ecuaciones de Integrabilidad. Como ya se mencionó, la ecua-
ción (4.51) representa la identidad de Jacobi para el tensor de Poisson Pβ. Análogamente, es
posible dar una interpretación a las ecuaciones de integrabilidad restantes.

Acorde a la descomposición (4.57) para la variedad M , las ecuaciones (4.52) y (4.53) para
un triple de Poisson (γ, κ, β) admiten las siguientes respresentaciones equivalentes

en el dominio de acoplamiento MΠ:

d1,0β − θ ∧ β = 0, (4.60)(
d0,1

(
1
κ

)
+ 1

κ ν
)
∧ β + % = 0; (4.61)
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en el subconjunto cerrado Z(κ): d0,1κ ∧ β = 0.

Aún más, esta última condición se cumple automáticamente en el interior Int
(
Z(κ)

)
del

cerrado Z(κ) y por tanto se puede reformular de manera equivalente por

(d0,1κ)p ∧ βp = 0, ∀ p ∈ ∂
(
Z(κ)

)
. (4.62)

Por esto, y de la relación ∂
(
Z(κ)

)
= ∂MΠ, se concluye que la condición (4.62) involucra sola-

mente la variación a primer orden de κ en puntos de la frontera del dominio de acoplamiento
de Π.

Ahora, en el abierto MΠ, la ecuación (4.60) es equivalente a la condición

Lhorγ uPβ = 0, ∀u ∈ ΓTB, (4.63)

la cual significa que los levantamientos horizontales de campos vectoriales en la base son cam-
pos de Poisson para el tensor de Poisson vertical Pβ restringido al abierto MΠ. En otras
palabras, por la definición (2.37), es γ una conexión de Poisson para el haz de Poisson
(MΠ, Pβ|MΠ).

La ecuación (4.61), como se mencionó anteriormente, es equivalente a la identidad de
curvatura (4.21). En el dominio de acoplamiento MΠ esta identidad se expresa por

Curvγ
(
u1, u2

)
= −ΩH

(
horγ u1, horγ u2

)
P \β d

(
1
κ

)
,

para cualesquiera ui ∈ ΓTB. Esta relación dice que la función escalar κ controla la curvatura
de γ en MΠ en el siguiente sentido: la conexión γ es plana, Curvγ = 0, si y solamente si κ es
una función de Casimir de Pβ|MΠ , es decir, la condición (4.62) se satisface en el dominio de
acoplamiento.

Como consecuencia de la Proposición 4.2.5, la nulidad de la curvatura de γ en MΠ implica
en este caso que el campo bivectorial κQH is un tensor de Poisson. Luego, la componente
horizontal κQH y vertical Pβ de Π forma un par de Poisson en M .

Ejemplo 4.5.7 Una terna (γ, κ, 0) es un triple de Poisson para cada conexión de Ehresmann
γ plana en M y cada función κ ∈ C∞B . /

En resumen, tomando en cuenta las propiedades de los tensores de Poisson de acopla-
miento, se presenta la siguiente descripción de los tensores de Poisson de casi acoplamiento
en variedades fibradas (orientables) sobre bases 2-dimensionales.

Proposición 4.5.8 Un tensor de Poisson de casi acoplamiento Π = −κQH +Pβ en M posee
el siguiente comportamiento:
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(i) en el abierto MΠ = M \ Z(κ), es Π un tensor de Poisson de acoplamiento asociado a
los datos geométricos (γ, σ, Pβ|MΠ), donde γ es una conexión de Poisson determinada

de manera única por la distribución Π|\
MV(V◦) y σ es la 2-forma de acoplamiento en

MΠ definida por σ = 1
κ ΩH;

(ii) en el abierto Int
(
Z(κ)

)
, el tensor de Poisson Π es vertical y coincide con Pβ, Π = Pβ;

(iii) en los puntos de la frontera ∂MΠ, la linealización de κ es compatible con β por medio
de la condición (4.62).

Demostración. Por el Teorema 4.1.14, la restricción de Π a MΠ es un tensor de Poisson de
casi acoplamiento. Luego, en este abierto Π tiene asociado datos geométricos (γ, σ,ΠV ) donde

la forma de acoplamiento σ, que se define por (4.22), está determinada por σ[ =
(
κQ\

H

)−1
=(

1
κ ΩH

)[
y el tensor de Poisson vertical es ΠV = Pβ. Lo que prueba (i). El inciso (ii) es por

la definición de Z(κ) en (4.56). Finalmente, (iii) se sigue de (4.62). 2

Nota 4.5.9. Por el inciso (i) de la Proposición 4.5.8, la conexión de Poisson γ está comple-
tamente determinada por Π en la cerradura MΠ del dominio de acoplamiento. En el abierto
Int
(
Z(κ)

)
la conexión γ no es única y es independiente de β. Pero en el caso cuando MΠ es

denso en M el abierto Int
(
Z(κ)

)
es vaćıo y en consecuencia la conexión γ queda determinada

de manera única en toda la variedad M . /

4.5.1. Criterio de Unimodularidad

El resultado a presentar en este apartado es un criterio para determinar la unimodularidad
global de una estructura de Poisson de casi acoplamiento. Este resultado, que se formula en
términos de los llamados triples de Poisson, es una versión extendida de un criterio general
para estructuras de Poisson de acoplamiento [53].

Recordemos que un tensor de Poisson se dice unimodular en M si en esta variedad existe
una forma de volumen invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano relativo al tensor
de Poisson. Esto es equivalente, como se mostró anteriormente, a que el campo modular del
tensor de Poisson sea nulo, o bien Hamiltoniano, respecto a una forma de volumen en M .

Para lo que sigue se mantendrá fija una forma de volumen descomponible en M

Ω = ΩH ∧ ΩV,

definida por (4.44). Ahora, sea Π = −κQH + Pβ un tensor de Poisson de casi acoplamiento
asociado a un triple de Poisson (γ, κ, β).

El campo modular de Π relativo a la forma de volumen Ω tiene por descomposición bigra-
duada Z = Z1,0 + Z0,1, respecto a la conexión de Ehresmann γ, con

Z1,0 = iκθ+ d1,0κQH y Z0,1 = iκ%QV + ZPβ , (4.64)
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donde el campo vertical
ZPβ = iν∧β+ d0,1βQV (4.65)

es el campo modular del tensor de Poisson vertical Pβ relativo a la forma de volumen Ω. En
lo anterior, la 1-forma horizontal θ está definida por (4.48) y las formas verticales ν y % por
(4.49)-(4.50), los campos multivectoriales duales QH y QV por (4.45) y la descomposición
bigraduada de la diferencial exterior para formas por (2.33).

Ahora, las hipótesis principales para el desarrollo de los resultados subsecuentes son

d0,1β = 0 y ν = −d0,1h, (4.66)

para alguna función h ∈ C∞M . En otras palabras, que la (m− 4)-forma vertical β sea cerrada
a lo largo de las fibras de π y la 1-forma vertical ν sea d0,1-exacta.

Lema 4.5.10 Bajo las hipótesis (4.66) el tensor de Poisson vertical Pβ = −iβΩV es unimo-
dular en M . Aún más, en el dominio de acoplamiento MΠ = M \ {κ = 0} de Π se cumple
que:

la 1-forma horizontal θ ∈ ΓV◦ (4.48) toma valores en el espacio Casim(MΠ, Pβ) de
funciones de Casimir del tensor de Poisson vertical Pβ,

la 1-forma θ es covariantemente constante, es decir,

d1,0θ = 0.

Demostración. Primero, la unimodularidad de Pβ se sigue directamente de (4.65) y las con-
diciones en (4.66), las cuales implican que el campo modular de Pβ respecto a la forma de
volumen (4.43) es Hamiltoniano. Ahora, de (4.60) se sigue que

d0,1(β ∧ θ) = −d0,1 ◦ d1,0β = d1,0 ◦ d0,1β = 0,

y por tanto d0,1(β ∧ θ) = −β ∧ d0,1θ = 0. Lo que implica, por (4.59), que en cada carta de M
las funciones θi son funciones de Casimir de Pβ, con θ = θidx

i. Esto es equivalente a decir
que ihorγuθ ∈ Casim(MΠ, Pβ), para cualquier u ∈ ΓTB. Finalmente, usando que d0,1ΩV = 0
y d0,1ν = 0, por (4.61), se tiene que

d1,0θ ∧ ΩV = d2
1,0ΩV = −d2,−1

(
d0,1ΩV

)
− d0,1

(
d2,−1ΩV

)
= −d0,1

(
ΩH ∧ %

)
= −d0,1ΩH ∧ % − ΩH ∧ d0,1%

= −ΩH ∧
(
ν ∧ %− d0,1%

)
= 0.

Lo que implica que d1,0θ = 0. 2

A continuación, con base en este lema, se presenta un primer resultado el cual es una
versión adaptada al caso de casi acoplamiento de un criterio de unimodularidad general para
los tensores de Poisson de acoplamiento [53].
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Teorema 4.5.11 Sea π : M → B un haz fibrado sobre una 2-variedad B. Supóngase que M
es una variedad orientada con una forma de volumen descomponible Ω = ΩH ∧ ΩV definida
por (4.44). Entonces, dado Π = −κQH + Pβ un tensor de Poisson de casi acoplamiento en
M , bajo las hipótesis en (4.66), se cumple que:

(i) en el dominio de acoplamiento MΠ = M\{κ = 0}, el tensor de Poisson Π es unimodular
si y sólo si la 1-forma horizontal θ es d1,0-exacta, esto es,

θ = −d1,0h, (4.67)

para alguna función de Casimir h ∈ Casim(MΠ, Pβ) del tensor de Poisson vertical Pβ.
En este caso, la forma de volumen en MΠ dada por

Ωinv
1 := eh

κ ΩH ∧ ΩV, (4.68)

es invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano relativo a Π;

(ii) en el abierto Int
(
M \MΠ

)
de M , el tensor de Poisson Π = Pβ es unimodular y una

forma de volumen invariantes es

Ωinv
2 := ΩH ∧ ΩV. (4.69)

Demostración. Primero, supongamos que Π|MΠ es unimodular en MΠ. Ahora, por (4.58),
(4.64) y (4.65), se sigue que existe una función escalar suave a > 0 en MΠ tal que

κ
a d1,0a + d1,0κ + κ θ = 0, (4.70)

1
a d0,1a ∧ β + d0,1β + ν ∧ β + κ% = 0. (4.71)

Ya que por hipótesis es d0,1β = 0 y dado que MΠ = {κ 6= 0}, las dos ecuaciones anteriores
son, respectivamente, equivalentes a

1
a d1,0a + 1

κ d1,0κ + θ = 0,

1
a d0,1a ∧ β + ν ∧ β + κ % = 0.

Luego, por (4.61), se sigue que

θ = −
(

1
a d1,0a + 1

κ d1,0κ
)

y
(

1
a d0,1a + 1

κ d0,1κ
)
∧ β = 0.

En otras palabras, si se define h := ln |aκ|, se tiene que θ = −d1,0h con d0,1h ∧ β = 0.
Es decir, por (4.59), es θ = −d1,0h con h ∈ Casim

(
MΠ, Pβ

)
. Rećıprocamente, si existe

una función h ∈ Casim
(
MΠ, Pβ

)
tal que θ = −d1,0h, entonces la forma de volumen Ωinv =

ΩH ∧ eh

κ ΩV es una forma de volumen en MΠ invariante bajo el flujo de todos los campos
Hamiltonianos de Π|MΠ . En efecto, definiendo a := eh/κ y dado que es d0,1β = 0 por
hipótesis, es inmediato comprobar que en MΠ se satisfacen las ecuaciones (4.70) y (4.71).
Esto implica, por (4.58), (4.64) y (4.65), que Π|MΠ es unimodular en MΠ con forma de

volumen invariante Ωinv = ΩH∧ ehκ ΩV. Lo que prueba (i). La afirmación en (ii) es consecuencia
inmediata del Lema 4.5.10. 2
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Con otras palabras, bajo las condiciones (4.66) y (4.67), en la variedad M existen dos
abiertos en los cuales el tensor de Poisson Π es unimodular. A saber, el dominio de acopla-
miento MΠ y el exterior de este dominio. En cada uno de estos abiertos existe una forma
de volumen invariante. Sin embargo, estos volumenes en general no inducen una forma de
volumen invariante global. Ya que, por ejemplo, para la forma invariante eh

κ ΩH ∧ΩV en MΠ

el factor 1/k se torna singular en puntos de la frontera de MΠ.

Nota 4.5.12. La restricción de la derivada covariante d1,0 al espacio de formas horizontales con
valores en el espacio de funciones de Casimir de Pβ está bien definida y da lugar a un complejo
cocadena llamado el complejo de Rham-Casimir [69]. Aśı, el Lema 4.5.10 y el Teorema 4.5.11
dice que, bajo las hipótesis en (4.66), existe una obstrucción cohomológica a la unimodularidad
del tensor de Poisson de acoplamiento Π|MΠ , la cual generaliza la clase de Reeb [1, 35]. /

Teorema 4.5.13 Sea π : M → B un haz fibrado sobre una 2-variedad B. Supóngase que M
es una variedad orientada con una forma de volumen descomponible Ω = ΩH ∧ ΩV definida
por (4.44). Entonces, bajo las hipótesis en (4.66), un tensor de Poisson de casi acoplamiento
Π = −κQH + Pβ es unimodular en (todo) M si y sólo si

(i) la condición (4.67) se cumple para alguna h ∈ Casim(MΠ, Pβ),

(ii) existe un función escalar K 6= 0 en todo M cuya restricción al abierto Int
(
M \MΠ

)
es una función de Casimir de Pβ y tal que

κ|MΠ = ehK|MΠ . (4.72)

Aún más, la forma de volumen Ωinv = 1
K ΩH ∧ ΩV es invariante bajo el flujo de todo campo

Hamiltoniano en (M,Π).

Demostración. La suficiencia es clara, se sigue del Teorema 4.5.11 y las relaciones Ωinv = Ωinv
1

en MΠ y Ωinv = K−1 Ωinv
2 en Int(M \MΠ), donde Ωinv

1 y Ωinv
2 están definidas por (4.68)

y (4.69), respectivamente. Para probar la necesidad supongamos que Π es unimodular en M .
Luego, existe una función K ∈ C∞M tal que K−1 ΩH ∧ ΩV es una forma de volumen global.
Por otro lado, por el Teorema 4.5.11, en el dominio de acoplamiento MΠ, la forma de volumen
(4.68) también es invariante para alguna primitiva h of θ. Luego, estas dos formas de volumen
en MΠ se relacionan por un factor multiplicativo κ0 ∈ Casim(MΠ,Π) y por tanto

κ|MΠ = ehκ0K|MΠ . (4.73)

Se sigue de (4.59) que la primitiva h de θ está únicamente determinada salvo por la adición
de una función de Casimir de Π|MΠ . En consecuencia, (4.73) se transforma en (4.72) bajo el
cambio h 7→ h+ln |κ0| ∈ Casim(MΠ, Pβ). Finalmente, el hecho que K ∈ Casim(IntZ(κ), Pβ)
se sigue de la invarianza de las formas de volumen Ω2 y K−1Ω2 con respecto al flujo de todos
los campos Hamiltonianos en (IntZ(κ), Pβ). 2

Notemos que el Teorema 4.5.13 presenta una manera de “pegar” la dos formas de volu-
men invariantes Ωinv

1 y Ωinv
2 que se asegura en el Teorema 4.5.11 para construir una forma
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de volumen invariante global. La condición de “pegado” es dada por (4.72), la cual adopta
una versión equivalente dada por (4.73) debido a la libertad que existe para fijar una anti-
derivada h de la 1-forma θ. Es claro que esta libertad es una función de Casimir κ0 en MΠ

del tensor de Poisson Π|MΠ . En consecuencia, se tiene el siguiente corolario al Teorema 4.5.13.

Corolario 4.5.14 Bajo las condiciones (4.66), si θ = 0 y κ ∈ Casim(MΠ,Π), entonces el
tensor de Poisson Π = −κQH +Pβ es unimodular en (todo) M . En este caso, Ω = ΩH ∧ΩV

es una forma de volumen invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano relativo a Π.

Con este corolario se tienen condiciones suficientes bajo las cuales (4.72) se satisface. A
continuación, un ejemplo de lo contrario.

Ejemplo 4.5.15 En el fibrado Rn = R2
x × Rn−2

y el tensor de Poisson (homogéneo) de casi
acoplamiento, v́ıa la conexión trivial,

Π = κ(x, y)
∂

∂x1
∧ ∂

∂x2
, κ polinomio homogéneo no constante;

es unimodular en su dominio de acoplamiento MΠ = Rn \{κ = 0}, pues en este caso es θ = 0
y (4.67) se cumple trivialmente. Pero Π no es unimodular en Rn ya que se puede probar que
no existe función K 6= 0 en todo Rn que satisfaga (4.72). /

Este ejemplo ilustra que la forma de volumen invariante Ωinv
1 en (4.68), definida en MΠ,

no se puede extender a una forma de volumen invariante global aún cuando el dominio de
acoplamiento es un abierto denso. En el Ejemplo 4.5.15 el abierto MΠ es denso en Rn por ser
el complemento del conjunto de ceros de un polinomio (homogéneo). Como nota, usando el
Lema 3.4.1 se puede confirmar que Π no es unimodular en Rn.

4.5.2. Caso 3-Dimensional

En general, dar una descripción completa de los tensores de Poisson de casi acoplamiento
en variedades fibradas de dimensión arbitraria resulta una tarea complicada. Aun aśı, para
variedades fibradas 3-dimensionales tal descripción se puede realizar. Primero, se presenta
este resultado para variedades no necesariamente orientables.

Proposición 4.5.16 Sea M una variedad fibrada 3-dimensional. Entonces, un campo bivec-
torial Π en M es un tensor de Poisson de casi acoplamiento si y sólo si

(i) Π es vertical, o bien,

(ii) Π es horizontal respecto a una conexión de Ehresmann que es plana en su dominio de
acoplamiento MΠ. Aún más, Π = 0 en el complemento de MΠ.
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Demostración. Este resultado es básicamente consecuencia de la siguiente observación: fibra-
ciones no triviales de 3-variedades se realizan sobre variedades (bases) 1 ó 2 dimensionales.
Si la base es 1-dimensional, la propiedad de casi acoplamiento y (4.16) aseguran que Π es
vertical. En este caso, por ser las fibras de dimensión dos, de manera automática Π es un
tensor de Poisson. Si la base es 2-dimensional, entonces todo campo bivectorial vertical es
trivial. Luego, dada una conexión de Ehresmann γ en M , si Π es de casi acoplamiento éste
debe ser horizontal. Además, en este caso, Π es no trivial solamente en los puntos de rango
2, es decir en MΠ. Aśı, por el Corolario 4.2.6, es Π un tensor de Poisson si y solamente si la
curvatura de γ es cero en MΠ. 2

Corolario 4.5.17 En cada variedad de Poisson 3-dimensional (M,Π) se tiene que MΠ = Ø
si y solamente si Π es un tensor de Poisson vertical.

Corolario 4.5.18 Si M es una variedad fibrada de Poisson 3-dimensional con una estructura
de Poisson de acoplamiento, entonces M admite una conexión de Ehresmann plana. A saber,
la asociada a la distribución horizontal H = Π\(V◦).

Este último corolario se puede utilizar para comprobar si ciertas variedades tridimensiona-
les pueden admitir estructuras de Poisson de acoplamiento. Como se muestra en el siguiente
ejemplo existen variedades en las que no se pueden construir este tipo de estructuras.

Ejemplo 4.5.19 La fibración de Hopf S3 π→ S2 no admite estructuras de Poisson de aco-
plamiento. Esto como consecuencia del Corolario 4.5.18 y de que la fibración de Hopf no posee
conexiones globales planas [37]. /

Foliación Simpléctica. Por dimensión, toda foliación (singular) no trivial de M consta de pun-
tos y de hojas de dimensión dos.

Para el caso (i) de la Proposición 4.5.16, se tiene que toda hoja simpléctica de la foliación
(simpléctica) inducida por Π está contenida en alguna fibra en M . Luego, cada fibra en M es la
unión de un abierto dotado de una estructura simpléctica y de puntos en los cuales el tensor de
Poisson Π se anula. La frontera de este abierto en cada fibra consiste de puntos singulares de Π.

Para el caso (ii) de la Proposición 4.5.16, la foliación simpléctica inducida por Π consiste de:

puntos de M pertenecientes al complemento del dominio de acoplamiento MΠ,

hojas simplécticas S de dimensión 2 totalmente contenidas en MΠ para las cuales se
cumple que TqS = Hγ

q , para todo q ∈ S.

Aún más, ∂MΠ = {puntos singulares de Π}, esto es, el conjunto de puntos singulares del
tensor de Poisson Π es la frontera ∂MΠ de su dominio de acoplamiento.
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Caso (2+1) orientable. En este apartado se describen algunas propiedades de los tensores de
Poisson de casi acoplamiento en términos de los llamados triples de Poisson (ver la Definición
4.5.2).

Sean M una variedad diferencial 3-dimensional orientable y π : M → B una fibración de
ésta sobre una variedad B de dimensión 2. Supóngase que M está orientada con una forma
de volumen descomponible

Ω = ΩH ∧ ΩV,

donde ΩH ∈ Γ ∧2 V◦ y ΩV ∈ ΓH◦, con H una distribución horizontal en M . Los campos
multivectoriales duales de estas formas diferenciales serán QH ∈ Γ ∧2 H y QV ∈ ΓV, esto
es, los únicos tales que iQH

ΩH = 1 e iQV
ΩV = 1.

Bajo las hipótesis anteriores, a cada par (γ, κ) donde γ es una conexión de Ehresmann en
M y κ ∈ C∞M se le puede asociar el campo bivectorial de casi acoplamiento en M

Π = −κQH.

Notemos que todo campo bivectorial de casi acoplamiento en M es de esta forma por ser
rankV = 1 (ver Teorema el 4.5.4 y la Proposición 4.5.16). Ahora, como consecuencia del
Corolario 4.5.3 se tiene el siguiente criterio.

Proposición 4.5.20 Un campo bivectorial de casi acoplamiento Π = −κQH inducido por
un par (γ, κ) es un tensor de Poisson en M si y sólo la conexión de Ehresmann γ es plana
en el dominio de acoplamiento MΠ = M \ {κ = 0} de Π.

Sea (γ, κ) un par (de Poisson) el cual induce el tensor de Poisson Π = −κQH. Debido a
que la conexión de Ehresmann γ es plana en el dominio de acoplamiento MΠ la distribución
caracteŕıstica de Π está generada por levantamientos horizontales (respecto a γ) de campos
vectoriales en la base, esto es, CΠ = span{horγ u |u ∈ ΓTB}. Respecto a los rangos del tensor
de Poisson Π se tiene que

{rank Π = 0} = {κ = 0} y {rank Π = 2} = MΠ.

En lo que sigue, las descomposiciones bigraduadas de campos tensoriales y operadores
diferenciales será con respecto a la conexión de Ehresman γ. El corchete de Poisson inducido
por Π es dado por

{f, g} = κ
d1,0f ∧ d1,0g

ΩH
.

El campo Hamiltoniano Xh = idhΠ, asociado a una función h ∈ C∞M , es horizontal con
respecto a la conexión γ:

Xh = (Xh)1,0 = −κ id1,0hQH.

De esto se sigue que el espacio Casim(M,Π) de funciones de Casimir de Π consiste de todas
las funciones c ∈ C∞M tales que κd1,0c = 0. Con otras palabras, de todas las funciones c que
son horizontalmente constantes en el dominio de acoplamiento MΠ.
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4.5.3. Caso (2 + 2)-Dimensional

En este apartado se realiza un estudio de los tensores de Poisson de casi acoplamiento en
(4.46) para el caso de una variedad cuatro dimensional. Se describen algunas propiedades y
objetos geométricos asociados a los tensores de Poisson de casi acoplamiento en términos de
los llamados triples de Poisson.

Sea M una variedad diferencial orientable 4-dimensional la cual admite una fibración
π : M → B sobre una 2-variedad B. Supóngase que M está orientada con una forma de
volumen descomponible

Ω = ΩH ∧ ΩV

donde ΩH ∈ Γ∧2 V◦ y ΩV ∈ Γ∧2 H◦, con H una distribución horizontal en M . Los campos
multivectoriales duales de estas formas diferenciales serán QH ∈ Γ∧2 H y QV ∈ Γ∧2 V, esto
es, los únicos tales que iQH

ΩH = 1 e iQV
ΩV = 1.

Bajo las hipótesis anteriores cada terna (γ, κ, b), donde γ es una conexión de Ehresmann
en M y κ, b ∈ C∞M , induce el campo bivectorial de casi acoplamiento en M

Π = −κQH − bQV.

Notemos que, por el Teorema 4.5.4, todo campo bivectorial de casi acoplamiento en M es de
esta forma. Para la formulación del siguiente resultado se definen las formas diferenciales

ΓV◦ 3 θ := iQV
d1,0ΩV,

ΓH◦ 3 ν := iQH
d0,1ΩH,

ΓH◦ 3 % := iQH
d2,−1ΩV,

donde la bigraduación para la diferencial exterior para formas en (2.33) es con respecto a la
conexión de Ehresmann γ.

Proposición 4.5.21 Un campo bivectorial de casi acoplamiento Π = −κQH − bQV en M
es un tensor de Poisson si y sólo la terna (γ, κ, b) satisface las ecuaciones

κ (d1,0b − b θ) = 0, (4.74)

bd0,1κ− κ (b ν + κ%) = 0. (4.75)

Este resultado es consecuencia directa del Teorema 4.5.1.

Notemos que las condiciones (4.74) y (4.75) se satisfacen de manera automática si κ ≡ 0.
Esto refleja el hecho que cada campo bivectorial vertical en M es un tensor de Poisson por
ser en este caso rankV = 2. Por otro lado, para el caso b = 0, las ecuaciones (4.74) y (4.75)
son equivalentes a κ% = 0. Esta última ecuación, por el Corolario 4.5.3, se traduce en pedir
que la conexión γ sea plana en el dominio de acoplamiento MΠ = M \ {κ = 0}.
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Sea (γ, κ, b) un triple que satisface las ecuaciones (4.74)-(4.75) y Π = −κQH − bQV el
tensor de Poisson asociado. Por (4.25), los valores del rango de Π están determinados por

{rank Π = 0} = {κ = 0} ∩ {b = 0},

{rank Π = 2} = MΠ ∩ {b = 0}
⋃
· {κ = 0} ∩ {b 6= 0},

{rank Π = 4} = MΠ ∩ {b 6= 0}.

En consecuencia, la foliación caracteŕıstica inducida por Π consiste de hojas simplécticas de
dimensión 0, 2 y 4. En particular, existen dos tipos de hojas simplécticas 2-dimensionales. Si
κ(p) = 0 y b(p) 6= 0, entonces la hoja simpléctica Sp por este punto p ∈M coincide con la
hoja simpléctica del tensor de Poisson vertical (restringido) ΠV |Mb

= −bQV|Mb
en la fibra

2-dimensional Mx de π sobre el punto x = π(p) en B. Si κ(p) 6= 0 y b(p) = 0, entonces, por
el Corolario 4.5.3, en cada punto q ∈ Sp la curvatura de la conexión de Ehresmann γ es cero
y el espacio tangente Sp coincide con el plano Hq. La correspondiente forma simpléctica es el
pullback de la 2-forma ΩH/κ a la hoja Sp. Notemos que el dominio de acoplamiento MΠ está
foliado por hojas simplécticas de dimensión 2 y 4.

En lo que sigue, las descomposiciones bigraduadas de campos tensoriales y operadores
diferenciales será con respecto a la conexión de Ehresman γ. El corchete de Poisson inducido
por Π es dado por

{f, g} = κ
d1,0f ∧ d1,0g

ΩH
+ b

d0,1f ∧ d0,1g

ΩV
,

donde el término b (d0,1f ∧d0,1g)/ΩV no es más que el corchete de Poisson asociado al tensor
de Poisson vertical ΠV = −bQV.

El campo Hamiltoniano Xh = idhΠ, asociado a una función h ∈ C∞M , tiene por descom-
posición bigraduada Xh = (Xh)1,0 + (Xh)0,1 donde

(Xh)1,0 = −κ id1,0hQH y (Xh)0,1 = −b id0,1hQV.

Notemos que la componente vertical (Xh)1,0 es el campo Hamiltoniano asociado a h y relativo
al tensor de Poisson ΠV = −bQV.

Como consecuencia de la descomposición de los campos Hamiltonianos, el espacio Casim(M,Π)
de funciones de Casimir de Π consiste de todas las funciones c ∈ C∞M tales que κd1,0c = 0
y bd0,1c = 0, donde esta última condición determina el espacio de funciones de Casimir del
tensor de Poisson vertical ΠV = −bQH. En particular, si b 6= 0 es Casim(M,ΠV ) = π∗C∞B .

4.5.4. Caso (2 + 3)-Dimensional

En este apartado se realiza un estudio de los tensores de Poisson de casi acoplamiento en
(4.46) para el caso de una variedad de dimensión cinco. Se describen algunas propiedades y
objetos geométricos asociados a los tensores de Poisson de casi acoplamiento en términos de
los llamados triples de Poisson.
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Sean M una variedad diferencial 5-dimensional orientable y π : M → B una fibración de
ésta sobre una variedad B de dimensión 2. Supóngase que M está orientada con una forma
de volumen descomponible

Ω = ΩH ∧ ΩV

donde ΩH ∈ Γ∧2 V◦ y ΩV ∈ Γ∧3 H◦, con H una distribución horizontal en M . Los campos
multivectoriales duales de estas formas diferenciales serán QH ∈ Γ∧2 H y QV ∈ Γ∧3 V, esto
es, los únicos tales que iQH

ΩH = 1 e iQV
ΩV = 1.

Sea (γ, κ, β) una terna que consiste de una conexión de Ehresmann γ en M , una función
escalar suave κ en M y una 1-forma vertical β ∈ ΓH◦. Como en (4.46), esta terna induce el
campo bivectorial de casi acoplamiento en M

Π = −κQH − iβQV.

Notemos que, por el Teorema 4.5.4, todo campo bivectorial de casi acoplamiento en M es de
esta forma. Las formas diferenciales que aparacen en la siguiente proposición se definen por

ΓV◦ 3 θ := iQV
d1,0ΩV,

ΓH◦ 3 ν := iQH
d0,1ΩH,

Γ ∧2 H◦ 3 % := iQH
d2,−1ΩV,

donde la bigraduación para la diferencial exterior para formas en (2.33) es con respecto a la
conexión de Ehresmann γ.

Proposición 4.5.22 Un campo bivectorial de casi acoplamiento Π = −κQH − iβQV en M
es un tensor de Poisson si y sólo la terna (γ, κ, β) satisface las ecuaciones

d0,1β ∧ β = 0, (4.76)

κ ( d1,0β − θ ∧ β ) = 0, (4.77)

d0,1κ ∧ β − κ ( ν ∧ β + κ% ) = 0. (4.78)

Este resultado es consecuencia directa del Teorema 4.5.1.

Tal como se mencionó anteriormente, la ecuación (4.76) para β representa la identidad
de Jacobi para el campo bivectorial vertical Pβ = −iβQV el cual induce el haz fibrado de

Poisson (M
π→ B,Pβ). La correspondiente estructura de Poisson fibrada se obtiene mediante

la restricción de Pβ a las fibras 3-dimensionales de π. La restricción β|V ∈ ΓV∗ resulta una
1-forma fibrada que satisface la condición dVβ|V ∧ β|V = 0 respecto a la diferencial exterior
foliada dV a lo largo de las fibras de π.

Propiedad Conforme. Por dimensión, la ecuación (4.76) es invariante bajo la transformación
β 7→ fβ, para cualquier función f ∈ C∞M . Esta propiedad es la versión fibrada de la propiedad
de invarianza conforme de la indentidad de Jacobi en variedades 3-dimensionales: el producto
por una función de un tensor de Poisson es nuevamente un tensor de Poisson [34].
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Ahora, sea (γ, κ, β) un triple que satisface las ecuaciones (4.76)-(4.78) y Π = −κQH−iβQV

el tensor de Poisson asociado. Primero, el dominio de acoplamiento de Π resulta en este caso
el abierto

MΠ = M \ {κ = 0}.

Por (4.25), lo valores del rango de Π están determinados por

{rank Π = 0} = {κ = 0} ∩ {β = 0},

{rank Π = 2} = MΠ ∩ {β = 0}
⋃
· {κ = 0} ∩ {β 6= 0},

{rank Π = 4} = MΠ ∩ {β 6= 0}.

De esto se sigue que la foliación simpléctica inducida por Π consiste de hojas (simplécticas)
de dimensión 0, 2 y 4. En particular, el dominio de acoplamiento MΠ está foliado por hojas
simplécticas de dimensión 2 y 4.

Nota 4.5.23. Si MΠ ∩ suppβ = Ø, entonces rank Π = 0, 2; y el tensor de Poisson Π se dice
de tipo Flaschka-Ratiu [16]. Esta clase de tensores han sido utilizados en la construcción de
estructuras de Poisson con una foliación caracteŕıstica predeterminada [29, 25]. .

Hojas Simplécticas 2-Dimensionales. Sea Sp la 2-hoja simpléctica por punto p ∈ M . Luego,
esta puede ser de dos tipos:

si κ(p) = 0 y βp 6= 0, entonces Sp coincide con la 2-hoja simpléctica del tensor de
Poisson vertical (restringido) ΠV |Mb

= −iβQV|Mb
en la fibra 2-dimensional Mx de π

sobre el punto x = π(p) en B;

si κ(p) 6= 0 y βp = 0, entonces, por el Corolario 4.5.3, en cada punto q ∈ Sp la
curvatura de la conexión de Ehresmann γ es cero y el espacio tangente Sp coincide con
el plano Hq. La correspondiente forma simpléctica es el pullback de la 2-forma ΩH/κ a
la hoja Sp.

Subvariedad de Poisson B. Derivadas de la Proposición 4.6.3, se presentan a continuación
condiciones bajo las cuales la variedad base B se puede incluir como subvariedad de Poisson
de (M,Π).

Proposición 4.5.24 Sea Π = −κQH − iβQV un tensor de Poisson de casi acoplamiento
asociado a un triple (γ, κ, β) en M . Si s : B ↪→M es una sección diferenciable tal que

T
(
s(B)

)
= H|s(B) y s∗β = 0,

entonces s(B) es una subvariedad de Poisson de (M,Π) y la correspondiente estructura de
Poisson es Π|s(B) = −κQH|s(B).
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Nota 4.5.25. Esta Proposición y todo el análisis en esta sección se pueden utilizar para el
estudio de las estructuras de Poisson alrededor de subvariedades de Poisson 2-dimensionales,
en particular, alrededor de 2-hojas simplécticas. /

Objetos Geométricos. En lo siguiente, las descomposiciones bigraduadas de campos tensoria-
les y operadores diferenciales será con respecto a la conexión de Ehresmann γ.

El corchete de Poisson inducido por Π es dado por

{f, g} = κ
d1,0f ∧ d1,0g

ΩH
+

d0,1f ∧ d0,1g ∧ β
ΩV

,

donde el término (d0,1f ∧ d0,1g ∧ β)/ΩV no es más que el corchete de Poisson asociado al
tensor de Poisson vertical ΠV = −iβQV.

El campo Hamiltoniano Xh = idhΠ, asociado a una función h ∈ C∞M , tiene por descom-
posición bigraduada Xh = (Xh)1,0 + (Xh)0,1 donde

(Xh)1,0 = −κ id1,0hQH y (Xh)0,1 = −id0,1h∧βQV.

De esto se sigue que el espacio de funciones de Casimir Casim(M,Π) consiste de todas las
funciones c ∈ C∞M tales que κd1,0c = 0 y d0,1c ∧ β = 0. Esta última condición determina
el espacio de funciones de Casimir del tensor de Poisson vertical ΠV = −iβQV.

Criterios de Unimodularidad. En este apartado se presentan criterios que aseguran la
unimodularidad local y global de un tensor de Poisson de casi acoplamiento en una variedad
5-dimensional M fibrada sobre una 2-variedad simpléctica. Estos resultados son consecuencia
directa de los Teoremas 4.5.11 y 4.5.13.

Sea π : M → B un haz fibrado tal que

(M,Ω) es una 5-variedad orientada con forma de volumen Ω,

(B,ω) es una 2-variedad simpléctica.

En lo que resta ψ ∈ Γ ∧2 TB denotará el tensor de Poisson no degenerado asociado a ω.

Fijada una conexión de Ehresmann γ en M , bajo las hipótesis anteriores, se tiene de
manera automática que Ω es una forma de volumen descomponible como en (4.43),

Ω = π∗ω ∧ ΩV, (4.79)

donde ΩV ∈ Γ ∧3 H◦ está definida por ΩV := ihorγ ψΩ.

Aśı, dado un triple de Poisson (γ, κ, β) como en la Proposición 4.5.22, el tensor de Poisson
de casi acoplamiento asociado es

Π = −κ horγ ψ − iβQV,



Tensores de Poisson en Variedades Fibradas 89

donde QV ∈ Γ ∧3 V es el campo multivectorial dual de ΩV, esto es, el único que satisface la
condición iQV

ΩV = 1.

En este caso, por ser d0,1π
∗ω = 0, el campo modular de Π relativo a la forma de volumen

Ω en (4.79) tiene por descomposición bigraduada Z = Z1,0 + Z0,1, respecto a la conexión de
Ehresmann γ, con

Z1,0 = iκθ+ d1,0κ horγ ψ y Z0,1 = iκ%+ d0,1βQV,

donde la 1-forma horizontal θ está definida por (4.48), la 2-forma vertical % por (4.50) y donde
la bigraduación para la diferencial exterior para formas en (2.33) es con respecto a la conexión
de Ehresmann γ.

La hipótesis principal para los siguientes resultados es que la 1-forma vertical β es cerrada
a lo largo de las fibras de π,

d0,1β = 0. (4.80)

Proposición 4.5.26 Sea Π = −κ horγ ψ− iβQV un tensor de Poisson de casi acoplamiento
en M , bajo la hipótesis (4.80), se cumple que:

(i) en el dominio de acoplamiento (4.15) MΠ = M \ {κ = 0}, el tensor de Poisson Π es
unimodular si y sólo si la 1-forma horizontal θ (4.48) es d1,0-exacta, esto es,

θ = −d1,0h, (4.81)

para alguna función de Casimir h ∈ Casim(MΠ,−iβQV). En este caso, la forma de
volumen en MΠ dada por

Ωinv
1 := eh

κ π
∗ω ∧ ΩV,

es invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano relativo a Π;

(ii) en el abierto Int
(
M \MΠ

)
de M , el tensor de Poisson Π = −iβQV es unimodular y

una forma de volumen invariantes es

Ωinv
2 := π∗ω ∧ ΩV.

Este criterio de unimodularidad local es una realización y una consecuencia directa del Teo-
rema 4.5.11. Naturalmente, se presenta enseguida una versión global derivada del Teorema
4.5.13.

Proposición 4.5.27 Bajo la hipótesis (4.80), un tensor de Poisson de casi acoplamiento
Π = −κ horγ ψ − iβQV es unimodular en (todo) M si y sólo si

(i) la condición (4.81) se cumple para alguna h ∈ Casim(MΠ,ΠV ), donde ΠV = −iβQV;

(ii) existe un función escalar K 6= 0 en todo M cuya restricción al abierto Int
(
M \MΠ

)
es una función de Casimir del tensor de Poisson vertical ΠV y tal que

κ|MΠ = ehK|MΠ . (4.82)
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Aún más, la forma de volumen Ωinv = 1
K π∗ω ∧ΩV es invariante bajo el flujo de todo campo

Hamiltoniano en (M,Π).

Como se mencionó posteriormente al Teorema 4.5.13, la condición (4.82) es equivalente a

(4.82) ⇐⇒ κ|MΠ = ehκ0K|MΠ , κ0 ∈ Casim
(
MΠ,Π

)
;

debiéndose esto a la libertad que existe para fijar una antiderivada h en (4.81) de la 1-forma
θ. Es claro que esta libertad es una función de Casimir κ0 en MΠ del tensor de Poisson Π|MΠ .

Transformaciones Gauge. A continuación se presenta una familia de transformaciones gau-
ge para tensores de Poisson que preservan la propiedad de casi acoplamiento. Evidentemente,
esta familia de transformaciones es dada en términos de los llamados triples de Poisson y se
derivan del Teorema 4.3.2.

Sea (γ, κ, β) un triple como en la Proposición 4.5.22 con tensor de Poisson de casi acopla-
miento asociado Π = −κQH − iβQV. Adicionalmente, sea (µ, c) un par que consiste de

µ ∈ ΓV◦ una 1-forma vertical,

c ∈ C∞M una función de Casimir del tensor de Poisson vertical ΠV = −iβQV.

Para cada par (µ, c) considérese la transformación

Tµ,c :
(
γ, κ, β

)
7−→

(
γ̃, κ̃, β̃

)
(4.83)

definida por

γ̃(X) = γ(X) + idγ0,1µ∧β(QV ∧X), κ̃ =
κ

1− κ (κµ − c)
, β̃ = β, (4.84)

para cualquier X ∈ ΓTM .

En lo anterior, κµ ≡ κµ(γ, β) :=
(
d1,0µ+ 1

2{µ ∧ µ}β
)
/ΩH ∈ C∞M , con

{µ ∧ µ}β(X1, X2) := {µ(X1), µ(X2)}β − {µ(X2), µ(X1)}β, ∀X1, X2 ∈ ΓTM

Aqúı {, }β denota el corchete de Poisson inducido por el tensor de Poisson vertical ΠV =
−iβQV. Notemos que por construcción {µ ∧ µ}β ∈ Γ ∧2 V◦.

Proposición 4.5.28 Las transformaciones (4.83)-(4.84) preservan las soluciones de las ecua-
ciones (4.76)-(4.78), es decir, (γ̃, κ̃, β̃) es nuevamente un triple de Poisson

Demostración. Sean (γ, κ, β) un triple de Poisson (fijo) y (γ̃, κ̃, β̃) una terna arbitraria. Pri-
mero, las conexiones de Ehresmann γ y γ̃ están relacionadas por una 1-forma Ξ ∈ Ω1(M ;V)
que satisface la condición (2.8). Ahora, si se defina la 1-forma vertical β̃ ∈ ΓH◦ por

β̃ := β − Ξ∗β, (4.85)
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entonces β̃ satisface la condición β̃|V = β|V y la ecuación dγ̃0,1β̃ ∧ β̃ = 0. Ahora, asumiendo
que

Ξ = −P \β ◦ (d0,1µ)[, (4.86)

para alguna 1-forma horizontal µ ∈ ΓV◦, la condición (2.8) se satisface y se sigue que γ
y γ̃ se relacionan por (4.84). Aún más, se sigue de (4.86) que Ξ∗β = 0 y en consecuencia,
por (4.85), la última condición en (4.84) se cumple. Otra consecuencia de (4.86) es que γ̃ es
una conexión de Poisson para Pβ. Esto es equivalente a que la condición (4.77) se satisfaga

para la terna en (4.84). Finalmente, el hecho que la terna (γ̃, κ̃, β̃) satisface (4.78) se sigue
de la regla de transición en (2.22) para la curvatura de γ y la relación iCurvγ(u1,u2)Ω

V =

−ΩH(horγ u1, horγ u1) %, para cualesquiera u1, u2 ∈ ΓTB. 2

A continuación se muestra que la familia de transformaciones (4.83) para triples (de Pois-
son) inducen transformaciones gauge entre las correspondientes estructuras de Poisson de casi
acoplamiento.

Sean Π = ΠH + ΠV y Π̃ = Π̃H + Π̃V dos tensores de Poisson de casi acoplamiento aso-
ciados a los triples (γ, κ, β) y (γ̃, κ̃, β̃) respectivamente. Supóngase que estos triples están
relacionados por una transformación de la forma (4.83) para algún par (µ, c). Entonces,
ΠV = Π̃V = −iβQV , pues β = β̃. Por tanto la transformación Π 7→ Π̃ modifica sola-

mente la componente horizontal de Π por ΠH 7→ Π̃H = −κ̃ Q̃H. Se sigue de aqúı y de la
segunda relación en (4.84) que el dominio de definición del tensor de Poisson transformado Π̃
es el abierto en M dado por

Dom
(
Π̃
)

:= { p ∈M | 1− κ(p)
(
κµ(p)− c(p)

)
6= 0 }.

Aún más, es claro que { κ̃ = 0} = {κ = 0}. Tomando en cuenta la regla de transición para los

levantamientos horizontales, horγ̃u = horγu+ Π\
V (d〈µ, u〉), se concluye que las distribuciones

caracteŕısticas de Π y Π̃ coinciden, es decir, CΠ = CΠ̃. Ahora, sean (S, ω) y (S, ω̃) las folia-
ciones simplécticas en el abierto Dom(Π̃) con formas foliadas (simplécticas) ω y ω̃ inducidas
por Π y Π̃ respectivamente. Entonces, se puede probrar que la diferencia entre ω̃ and ω es
el pullback a la foliación S de la 2-forma global λ := −dµ + cΩH en M . En otras palabras,
para cada hoja ιS : S ↪→ E de S, se tiene que ω̃S −ωS = ι∗Sλ. Por lo tanto, Π̃ es el resultado
de una transformación gauge del tensor de Poisson Π v́ıa la 2-forma λ, la cual es cerrada a
lo largo de las hojas de S. Cabe mencionar que la cerradura (global) de λ es equivalente a
la condición c ∈ π∗C∞B . Notemos que el complemento M \ Dom(Π̃) consiste de todos los
puntos p ∈M en los cuales la 2-forma ι∗Spλ+ ωSp se torna degenerada, donde Sp es la hoja

simpléctica por un punto p. O de manera equivalente, la condición 1− κ (κµ − c) 6= 0 no es
más que la condición (puntual) de no degeneración (4.33)..

Deformaciones Infinitesimales. Tomando como herramienta la familia de transformacio-
nes gauge (4.83) se presenta una familia de deformaciones infinitesimales de un tensor de
Poisson de casi acoplamiento dado.
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Sea (γ, κ, β) un triple de Poisson. Para cada ε ∈ R, se tiene de manera trivial que la
transformación

mε : (γ, κ, β) 7−→ (γ, εκ, εβ) (4.87)

preserva el conjunto de triples de Poisson. Es claro que Π 7→ Π̃ = εΠ es la transformación de
los correspondientes tensores de Poisson de casi acoplamiento. Como en el apartado anterior,
sea Tµ,c la transformación (4.83) inducida por un par (µ, c) que consiste de una 1-forma ver-
tical µ ∈ ΓV◦ y una función de Casimir c ∈ C∞M del tensor de Poisson vertical ΠV = −iβQV.

Proposición 4.5.29 Dado un par (µ, c) y un tensor de Poisson de casi acoplamiento Π =
−κQH − iβQV asociado a un triple (γ, κ, β) en M , la transformación

m1/ε ◦ Tµ,c ◦ mε (4.88)

induce la familia ε-dependiente (suave) {Πε}ε∈R de tensores de Poisson de casi acoplamiento

Πε =
κ

1 − εκ (κµ,ε − c)
Qγε

H − iβQV, (4.89)

donde γε(X) := γ(X) + ε id0,1µ∧β(QV ∧X), Qγε
H ∈ Γ ∧2 Hγε y

κµ,ε :=
dγ1,0µ + ε

2 {µ ∧ µ}β
ΩH

,

con X ∈ ΓTM .

Demostración. Por la Proposición 4.5.28, la imágen bajo la transformación (4.83) de un triple
de Poisson (γ, κ, β) es nuevamente un triple de Poisson. Luego, la composición (4.88) con la

simetŕıa (4.87) da lugar a un nuevo triple de Poisson
(
γ̃ = γε, κ̃ = κ

1−εκ (κµ,ε−c) , β̃ = β
)

el

cual induce la familia de tensores de Poisson de casi acoplamiento (4.89) 2

Topológicamente, por construcción, la foliación simpléctica de la familia de tensores de
Poisson de casi acoplamiento (4.89) es la misma para todo ε 6= 0 y coinciden con la inducida
por el tensor de Poisson Π. Las correspondientes formas simplécticas son dadas por ωS+ι∗Sλ

ε,
donde ωS es la forma simpléctica de Π en una hoja S de la foliación y λε es la 2-forma global
λε = ε (−dµ+ cΩH).

Ahora, como consecuencia de la Proposición 4.5.29 se presenta el siguiente corolario. Ver
por ejemplo [2].

Corolario 4.5.30 Si U es un subconjunto abierto de M con cerradura compacta, entonces
existe δ > 0 tal que para el tensor de Poisson de casi acoplamiento Πε (4.89) se tiene que
U ⊆ Dom(Πε), para todo ε ∈ (−δ, δ).

En particular, si M is compacto, entonces para ε suficientemente pequeño, el tensor de
Poisson Πε está bien definido en toda la variedad M y puede considerarse como una defor-
mación del tensor de Poisson inicial, Π = Πε|ε=0. Aún más, usando el método de homotoṕıa
de Moser, si c = 0, entonces los tensores de Poisson Π y Πε son isomorfos.
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Difeomorfismos que Preservan Fibras. Como se mencionó anteriormente, los difeomor-
fismos que preservan las fibras de π : M → B respetan la propiedad de casi acoplamiento.
En consecuencia, existe una acción natural de difeomorfismos g : M →M que preservan las
fibras de π en el conjunto de triples de Poisson dado por g∗(γ, κ, β) := (g∗γ, g∗κ, g∗β). Por
tanto, el pullback g∗Π de un tensor de Poisson de casi acoplamiento Π asociado a un triple
(γ, κ, β) es nuevamente un tensor de casi acoplamiento enM cuyo triple asociado es g∗(γ, κ, β).

4.5.5. Haces triviales. Enfoque Coordenado

En este apartado, para un estudio coordenado de los tensores de Poisson de casi acopla-
miento, se considera el caso de una variedad fibrada trivial de dimensión cinco la cual es
producto de una 2-variedad simpléctica y una 3-variedad de Poisson orientable. Las fórmulas
que aqúı se presentan se obtiene por cálculo directo.

La variedad fibrada a considerar en este apartado será el producto M = B ×N de

(B,ω) una variedad simpléctica 2-dimensional,(
N,Pfib,Ω

fib
)

una variedad de Poisson orientada 3-dimensional equipada con un tensor
de Poisson Pfib y una forma de volumen Ωfib.

Si se denota por pr1 : M → B la proyección canónica sobre el primer factor, entonces se tiene
un haz fibrado trivial

π := pr1 : M −→ B, (4.90)

sobre la variedad B y con fibra t́ıpica N . Notemos que este haz fibrado resulta orientable
debido a que el par

(
ω,Ωfib

)
induce una forma de volumen descomponible (4.79) en el espacio

total M dada por

Ω = π∗ω ∧ pr∗2 Ωfib,

donde pr2 : M → N denota la proyección canónica sobre el segundo factor.

Coordenadas. Para el cálculo coordenado a realizar se fijarán sistemas de coordenadas locales
x = (x1, x2) en B e y = (y1, y2, y3) en N adaptadas a π y tales que

ω = dx1 ∧ dx2 y Ωfib = dy1 ∧ dy2 ∧ dy3.

Sea γ = (γai dxi + dya) ⊗ ∂
∂ya (2.5) una conexión de Ehresmann en M , con i = 1, 2 y

a = 1, 2, 3. Por (2.16), la distribución horizontal H ⊂ TM asociada a γ es generada por los
levantamientos horizontales horγi = ∂

∂xi
− γai ∂

∂ya (2.15), respecto a γ, de los campos básicos

∂/∂xi en B.

Forma de Volumen Descomponible. Por (4.79), se sigue que existe una única 3-forma vertical
ΩV ∈ Γ ∧3 H0 tal que

Ω = π∗ω ∧ ΩV.
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En coordenadas, π∗ω = dx1 ∧ dx2 y ΩV = η1 ∧ η2 ∧ η3, donde las 1-formas verticales
ηa = γai dxi + dya (2.18) generan la distribución H◦ ⊂ T∗M anulador de H.

Triples de Poisson. Sea (γ, κ, β) una terna que consiste de una conexión de Ehresmann γ, una
función escalar suave κ y una 1-forma vertical β = βa η

a en M definida por

β := pr∗2β
fib,

donde βfib = βa dya es una 1-forma diferencial en N . Luego, por (4.46), esta terna induce el
campo bivectorial de casi acoplamiento en M

Π = κ horγ1 ∧horγ2 + 1
2 εabc βa

∂
∂yb
∧ ∂
∂yc , a, b, c = 1, 2, 3. (4.91)

donde εabc denota el śımbolo de Levi-Civita 3-dimensional. Notemos que por el Teorema 4.5.4
todo campo bivectorial de casi acoplamiento en M es de esta forma.

Proposición 4.5.31 El campo bivectorial de casi acoplamiento Π en (4.91) es un tensor de
Poisson en M si y sólo si la terna (γ, κ, β) satisface las siguientes ecuaciones

S
(a,b,c)

(
∂βa
∂yb
− ∂βb
∂ya

)
βc = 0, (4.92)

κ

(
∂βa
∂xi

− γbi
∂βa
∂yb

− βb
∂γbi
∂ya

+ βa
∂γbi
∂yb

)
= 0, (4.93)

∂κ

∂ya
βb −

∂κ

∂yb
βa + εabc κ

2 %c = 0, (4.94)

donde %a =
∂γa1
∂x2 −

∂γa2
∂x1 + γb1

∂γa2
∂yb
− γb2

∂γa1
∂yb

y el śımbolo S donota la suma ćıclica de los
ı́ndices escritos debajo.

Por la Definición 4.5.2, una terna (γ, κ, β) que satisface las ecuaciones (4.92)-(4.94) se lla-
ma triple de Poisson. La ecuación (4.92) representa la identidad de Jacobi para el campo
bivectorial vertical (global)

Pβ = 1
2 εabc βa

∂
∂yb
∧ ∂
∂yc , (4.95)

el cual induce el haz fibrado de Poisson (M
π→ B,Pβ). La correspondiente estructura de Pois-

son fibrada coincide con Pfib, el cual se puede pensar (localmente) como un tensor de Poisson
x-parametrizado en N .

En lo que resta se asumirá que (γ, κ, β) es tal que satisfacen las ecuaciones (4.92)-(4.94),
es decir, que es un triple de Poisson.

Rangos. Localmente, la distribución caracteŕıstica del tensor de Poisson Π en (4.91) es gene-
rada por

CΠ = span
{
κ hori

}
⊕ span

{
εabc βa

∂
∂yb

}
,
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donde εabc denota el śımbolo de Levi-Civita 3-dimensional. Luego, la matriz asociada a Π es
dada por

Π '


0 −κ 0 0 0
κ 0 0 0 0

0 0 0 β3 −β2

0 0 −β3 0 β1

0 0 β2 −β1 0


En consecuencia, los rangos de este tensor de Poisson están caracterizados por

{rank Π = 0} =
{
κ = 0

}
∩
{
βa = 0, para toda a

}
,

{rank Π = 2} =
{
κ = 0

}
∩
{
βa 6= 0, para alguna a

}
,

{rank Π = 4} =
{
κ 6= 0

}
∩
{
βa 6= 0, para toda a

}
,

con a = 1, 2, 3.

Corchetes de Poisson. Dadas dos funciones f, g ∈ C∞M , el corchete de Poisson de estas fun-
ciones inducido por Π (4.91) es

{f, g} = Lhor1f Lhor2g − Lhor2f Lhor1g + 1
2 εabc βa

∂f

∂yb
∂g

∂yc
,

donde el término 1
2 εabc βa

∂f
∂yb

∂g
∂yc es el corchete inducido por el tensor de Poisson (vertical)

Pβ (4.95), con εabc el śımbolo de Levi-Civita 3-dimensional.

Campos Hamiltonianos. Dada una función h ∈ C∞M , el campo Hamiltoniano Xh = idhΠ
asociado a esta función tiene por descomposición bigraduada Xh = (Xh)1,0+(Xh)0,1, respecto
a la conexión de Ehresmann γ, donde

(Xh)1,0 = −κ
(
Lhor2h hor1 −Lhor1h hor2

)
y (Xh)0,1 = −εabc βa

∂h

∂yb
∂

∂yc
.

A continuación, se construye de manera expĺıcita la familia de tensores de Poisson de casi
acoplamiento en (4.89). Para esto, sean

κ0, c ∈ C∞M Casimires fibrados de Pβ, es decir, κ0, c |{x}×N ∈ Casim(N,Pfib), x ∈ B;

µ = µi dxi una 1-forma horizontal en M .

Deformaciones Infinitesimales. Si γ = dya ⊗ ∂
∂ya es la conexión de Ehresmann plana en M

asociada a la distribución horizontal canónica H(x,y) = TxB ⊕ {0}, entonces es claro que
(γ, κ0, β) es un triple de Poisson en M . Luego, por la Proposición 4.5.29, la terna(

γε, κε, β
)

define un triple de Poisson en M , donde

(γε)
a
i = ε εabc

∂µi
∂yb

βc, κε =
κ0

1− εκ0 (κµ − c)
, β = βa(y) ηa, (4.96)
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con horγεi = ∂
∂xi
− ε εabc ∂µi∂ya βb

∂
∂yc y κµ,ε = ∂µ2

∂x1 − ∂µ1

∂x2 − ε εabc ∂µ1

∂ya βb
∂µ2

∂yc .

En conclusión, los datos iniciales (κ0, c, µ, β
fib) inducen la familia de tensores de Poisson

en M ε-dependientes dado por

Πε =
κ0

1− εκ0 (κµ − c)
horγε1 ∧ horγε2 + εabcβa(y)

∂

∂yb
∧ ∂

∂yc
. (4.97)

Subvariedades de Poisson. Supóngase que existe un punto y0 ∈ N que es un cero del ten-
sor de Poisson fibrado Pfib, esto es, tal que βb(y0) = 0, b = 1, 2, 3. Supóngase además que
µ1(x, y0) = µ2(x, y0) = 0 y c(x, y0) = 0, para todo x ∈ B. Entonces, para cada ε fijo, el
tensor de Poisson Πε en (4.97) está bien definido en un entorno Uε de la sección B × {y0}.
Luego, esta sección resulta una subvariedad de Poisson 2-dimensional de la variedad de Pois-
son (Uε,Πε) equipada con la estructura de Poisson Ψ = κ0(x, y0) ∂

∂x1 ∧ ∂
∂x2 , ver la Proposición

4.6.3.

Unimodularidad. A continuación se aplicará el criterio de unimodularidad dado en el Teorema
4.5.11 para la familia (4.97) de tesores de Poisson de casi acoplamiento. Para esto se asu-
mirá que la 1-forma βfib es cerrada, es decir, se cumple que ∂βa

∂yb
= ∂βb

∂ya . Lo cual implica la
unimodularidad de Pfib. A su vez, esto asegura la unimodularidad de la familia de tensores
de Poisson Πε en (4.97) en el abierto IntZ(κ). Aún más, esta condición para βfib asegura la
unimodularidad de esta familia en el dominio de acoplamiento MΠ = M \ Z(κ). En efecto,
por construcción, la 1-forma horizontal θ = θi dxi resulta trivial en este caso:

θi = −∂(γε)
a
i

∂ya
= ε

∂2µi
∂ya∂yb

P bafib + ε
∂µi
∂yb

∂P bafib

∂ya
.

Ahora, el primer término en la parte derecha de la última igualdad es cero. El segundo término

también lo es debido a la condición de cerradura
∂P bcfib
∂yc = εabc ∂βa∂yc = 0. En consecuencia, θ ≡ 0.

Luego, se cumple la condición (4.82) para h ≡ 0. Aún más, Πε satisface el inciso (ii) del Teo-
rema 4.5.11 y la correspondiente forma de volumen invariante es dada por (4.68).

Con el siguiente ejemplo, además de dar una realización del Teorema 4.5.13, se presenta
una respuesta a la pregunta de cuándo un abierto en una variedad diferencial es el dominio
de acoplamiento de un tensor de Poisson.

Ejemplo 4.5.32 Sea M = B × R3
y

π−→ B, con (B,ω) una superficie simpléctica compacta.
Considere R3

y equipado con el corchete ćıclico de Lie-Poisson asociado al álgebra de Lie so∗(3),
esto es, con el tensor de Poisson

Pβfib = y1
∂
∂y2
∧ ∂
∂y3

+ y2
∂
∂y3
∧ ∂
∂y1

+ y3
∂
∂y1
∧ ∂
∂y2

,

inducido por la 1-forma diferencial βfib = y1 dy1 + y2 dy2 + y3 dy3. Sea

κ0(y) = χ(‖y‖2),
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donde χ ∈ C∞R es una función meseta con suppχ = [0, 1]. Entonces, para arbitrarias c, µ
y un ε suficientemente pequeño, (4.97) determina un tensor de Poisson de casi acoplamiento
global bien definido en todo M con dominio de acoplamiento

MΠε = B × {‖y‖ < 1}.

Notemos que en este caso M es una variedad fibrada orientada con forma de volumen des-
componible π∗ω ∧ pr∗2Ωfib, siendo en este caso Ωfib la forma de volumen eucĺıdea en R3

y. En
este caso, todas las hipótesis del Teorema 4.5.13 se cumplen y la condición (4.82) se satisface

para h = 0 y K =
(
1 − ε κ0(κµ − c)

)−1
. Por lo tanto, Πε es unimodular en todo M y la

correspondiene forma de volumen global es dada por

Ωinv
ε =

(
1− ε κ0(κµ − c)

)
π∗ω ∧ pr∗2Ωfib.

/

4.6. Subvariedades de Poisson y Equivalencia

El problema a tratar en esta sección es el de la equivalencia entre tensores de Poisson en
una (misma) variedad diferencial. Nuestro objetivo es dar una respuesta a este problema a
nivel semilocal, concretamente, alrededor de subvariedades de Poisson. Una aproximación a
este objetivo es el Teorema 4.6.4 el cual asegura la equivalencia (semilocal) entre dos tensores
de Poisson que comparten una hoja simpléctica en común.

Dados dos tensores de Poisson Π y Π′ en M , el problema a estudiar se refiere a la relación
binaria de equivalencia

φ∗Π′ = Π, φ ∈ Diff(M). (4.98)

Una herramienta para resolver este problema, al menos localmente, es el método de homotoṕıa
de Moser el cual se explicará en ĺıneas posteriores. Primero algunos hechos básicos respecto a
subvariedades de Poisson.

En esta sección M será una variedad diferencial arbitraria, no necesariamente fibrada,
salvo que se especifique lo contrario.

Subvariedades de Poisson. Una subvariedad inmersa N ⊂M se dice ser una subvariedad
de Poisson de (M,Π) si

Π\(T∗NM) ⊆ TN. (4.99)

Notemos que esta condición asegura que Π sea tangente a la subvariedad N . En consecuencia,
existe una única estructura de Poisson en N tal que la inclusión N ↪→ M es un morfismo
de Poisson. En particular, se tiene que la subvariedad N hereda una foliación simpléctica. La
condición (4.99) es una condición puntual, por tanto, las subvariedades de Poisson pueden
ser de diversa naturaleza, no necesariamente abiertas. Claramente las hojas de la foliación
simpléctica inducida por Π son subvariedades de Poisson de M . También, cada subconjunto
abierto de M es una subvariedad de Poisson.
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Ejemplo 4.6.1 Las fibras de una variedad de Poisson fibrada dotada con un tensor de Poisson
de casi acoplamiento Π son subvariedades de Poisson. En este caso el tensor de Poisson en
cada fibra es la restricción a ella de la componente vertical de Π. /

Ejemplo 4.6.2 El ecuador {h = 0} de la esfera S2 dotado con el tensor de Poisson cero es
una subvariedad de Poisson de (S2,Π), donde Π = h ∂h ∧ ∂θ, con h la función de altura y θ
la coordenada angular en la 2-esfera. /

Caso de Casi Acoplamiento. A continuación se presenta un criterio para que una subvariedad
en una variedad fibrada obtenida como imágen de una sección suave sea una subvariedad de
Poisson.

Proposición 4.6.3 Sean Π = ΠH + ΠV un tensor de Poisson de casi acoplamiento en una
variedad fibrada M . Si s : B → M es una sección suave de π, entonces la imágen de esta
sección s(B) ⊂M es una subvariedad de Poisson de (M,Π) si y sólo si

Π\
H

(
V◦|s(B)

)
⊆ T

(
s(B)

)
, (4.100)

Π\
V |s(B) = 0.

Demostración. Sean Π un tensor de Poisson de casi acoplamiento con conexión adapta-
da γ en M . Primero, notemos que por definición es T(s(B)) ⊆ Hγ , ya que T(s(B)) =
span{horγ u |u ∈ ΓTB}. Aśı, se tiene que la condición de subvariedad de Poisson (4.99)

Π\
(
T∗s(B)M

)
= Π\

(
V◦ ⊕H◦ |s(B)

)
= Π\

H

(
V◦|s(B)

)
+ Π\

V

(
H◦|s(B)

)
⊆ T

(
s(B)

)
,

es equivalente en este caso a las dos condiciones en (4.100), por ser Π\
V

(
H◦|s(B)

)
⊆ V|s(B). 2

Notemos que la condición (4.100) equivale a decir que la componente horizontal ΠH de
Π es tangente a la subvariedad s(B). Por tanto, la restricción ΠH |s(B) está bien definida y
determina el tensor de Poisson en s(B) que hace a la inclusión s(B) ↪→ M un morfismo
de Poisson. Es claro que la condición (4.100) se satisface si Hγ |s(B) = T

(
s(B)

)
para alguna

conexión de Ehresmann γ adaptada a Π.

Método de Homotoṕıa de Moser. Para la equivalencia (4.98) entre dos tensores de Poisson
Π y Π′ en una variedad M , el método de homotoṕıa de Moser para campos bivectoriales [73]
se puede resumir en los siguientes tres pasos:

1. Construir una curva suave {Πt}t∈[0,1] de tensores de Poisson que conecte a Π y Π′,

Π0 = Π y Π1 = Π′.

2. Resolver la ecuación de homotoṕıa para un campo vectorial Zt dependiente del tiempo
en M ,

LZtΠt = −dΠt

dt
. (4.101)
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3. El flujo FlZt del campo vectorial Zt al tiempo 1 proporciona la equivalencia (4.98)
deseada,

φ := FlsZt
∣∣
s=1

,

donde
dFlsZt

ds
= Zt ◦ FlsZt , Fl0Zt = idM .

Se dirá que un abierto U ⊆ M es el dominio de definición del flujo Φ del campo vectorial
Zt, si la función Φt : U →M está bien definida para todo t ∈ [0, 1]. Por esto, en general, la
equivalencia (4.98) se logra de manera (semi) local.

Interpretación Cohomológica. Como consecuencia de la identidad de Jacobi [[Πt,Πt]] = 0,
para cada t ∈ [0, 1], se tiene que el campo bivectorial dependiente del tiempo dΠt/dt es un
2-cociclo del operador de cofrontera δΠt ,

δΠt

(
dΠt
dt

)
:= [[Πt,

dΠt
dt ]] = 0,

con δΠt : Γ∧• TM → Γ∧•+1 TM el operador adjunto de Π respecto al corchete de Schouten-
Nijenhuis que origina el complejo de Lichnerowicz-Poisson.

Aśı, la solubilidad de la ecuación de homotoṕıa (4.101), equivale a que el 2-cociclo dΠt/dt
sea una 2-cofrontera de δΠt para cada t:

dΠt

dt
= −δΠt

(
Zt
)
.

De esta manera el paso 2 en el método de homotoṕıa de Moser (4.101) está ı́ntimamente ligado
con el estudio de las deformaciones infinitesimales de cada tensor de Poisson Πt.

Caso de Casi Acoplamiento. Para una familia t-parametrizada de tensores de Poisson de casi
acoplamiento (4.2) respecto a una conexión de Ehresmann γ en M ,

Πt = ΠHt + ΠVt ,

la ecuación de homotoṕıa de Moser (4.101) admite una factorización en tres ecuaciones inde-
pendientes:

[[Zt,ΠHt ]]2,0 +
dΠHt

dt
= 0, (4.102)

[[Zt,ΠHt ]]1,1 + [[(Zt)1,0,ΠVt ]]1,1 = 0 (4.103)

[[Zt,ΠVt ]]0,2 +
dΠVt

dt
= 0, (4.104)

donde la bigraduación es con respecto a la conexión γ.
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Para el caso de ser Π un tensor de Poisson de acoplamiento (4.5) la ecuación (4.104) es
equivalente a

[[(Zt)0,2,ΠVt ]]0,2 +
dΠVt

dt
= 0. (4.105)

Este hecho, que se desprende por ser γ una conexión de Poisson en el caso de acoplamiento,
implica que, bajo ciertas condiciones, para que dos tensores de Poisson de acoplamiento sean
equivalentes (4.98) es necesaria la equivalencia entre sus respectivas componentes verticales.
En el caso de casi acoplamiento ya no se asegura que γ posea la propiedad de ser de Poisson
globalmente y por tanto la ecuación (4.105) no se cumple en general, salvo en el dominio de
acoplamiento. Aśı, en este caso surge el problema de extender la conexión de Poisson γ del
dominio de acoplamiento a una conexión de Poisson en todo M .

Equivalencia Alrededor de Hojas Simplécticas. El problema de determinar si dos tenso-
res de Poisson en una variedad diferencial son isomorfos (globalmente) no es trivial. Por ello,
resulta favorable tener respuestas a nivel semilocal. El teorema a presentar es un resultado
desde este enfoque utilizando la equivalencia gauge (4.33) entre tensores de Poisson.

Teorema 4.6.4 Sean Π y Π′ dos tensores de Poisson en una variedad diferencial los cuales
poseen una hoja simpléctica común

(S, ωS). (4.106)

Si Π y Π′ son gauge equivalentes por medio de una 2-forma cerrada en una vecindad (abierta)
de S, entonces Π y Π′ son isomorfos alrededor de S.

Para la demostración de este teorema primero se prensentan algunos lemas auxiliares.
Antes, recordemos que el morfismo haces vectoriales Π\ en (1.11) se puede extender a un
morfismo de álgebras exteriores

\Π : Γ ∧k T∗M −→ Γ ∧k TM, (4.107)

definido, para cada k-forma diferencial ζ en M , por(
\Πζ
)
(α1, . . . , αk) := (−1)k ζ

(
Π\α1, . . . ,Π

\αk
)
,

para cualesquiera α1, . . . , αk ∈ ΓT∗M . Además, se sigue directamente de esta definición que

δΠ ◦ \Π = − \Π ◦ d, (4.108)

donde δΠ es el operador de cohomoloǵıa definido en (1.12) y d la diferencial exterior para
formas. En otras palabras, la función en (4.107) es un morfismo de complejos cocadena.

Lema 4.6.5 Fijemos en M los siguiente objetos:

un campo bivectorial Π,

una 2-forma diferencial λ,
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una 1-forma diferencial β.

Supongamos que para todo t ∈ [0, 1] el morfismo de haces vectoriales(
idT∗M − t λ[ ◦Π\

)
: T∗M −→ T∗M es invertible. (4.109)

Entonces, las transformaciones gauge t-dependientes

Π\
t = Π\ ◦

(
idT∗M − t λ[ ◦Π\

)−1
(4.110)

definen una curva suave {Πt}t∈[0,1] de campos bivectoriales en M que conectan a Π y a la

transformación λ-gauge Π̃ = Π1 de Π. Aún más, los campos vectoriales t-dependientes

Zt := Π\
t(β) (4.111)

satisfacen que
LZtΠt + dΠt

dt = \Πt
(
dβ − λ

)
. (4.112)

Demostración. Es claro, por la definición (4.33), que para cada t, los morfismos en (4.110)
definen una transformación gauge de Π. Ahora, usando (4.108), se sigue que

LZtΠt = L
Π\tβ

Π = [[Π\β,Π]] = −δΠ(Π\β) = \Π(dβ).

Por otro lado,(
dΠt

dt

)\
=

dΠ\
t

dt
= Π\ ◦ d

dt

(
I − t λ[ ◦Π\

)−1

= Π\ ◦
(
I − t λ[ ◦Π\

)−1
◦ λ[ ◦Π\ ◦

(
I − t λ[ ◦Π\

)−1

= Π\
t ◦ λ[ ◦Π\

t,

Notemos que, por definición, es
〈
β, (\Πtλ)\(α)

〉
=
〈
β,−

(
Π\
t ◦ λ[ ◦Π\

t

)
(α)
〉
, para cualesquiera

1-formas α y β en M . Esto equivale a que (\Πtλ)\ = −Π\
t ◦ λ[ ◦Π\

t. En consecuencia, se sigue
que dΠt/dt = −\Πtλ. 2

Lema 4.6.6 Sean Π un campo bivectorial de Poisson y λ una 2-forma diferencial en M tales
que:

(i) satisfacen la condición de no-degeneración (4.109),

(ii) existe una 1-forma diferencial β en M tal que

ι̇∗Sλ = d
(
ι̇∗Sβ
)
, (4.113)

para cada hoja simpléctica S of Π. Entonces, la fórmula (4.110) define una curva suave
de estructuras de Poisson {Πt}t∈[0,1] con punto inicial Π. Aún más, el campo vectorial t-

dependiente Zt en (4.111) satisface la ecuación de homotoṕıa LZtΠt + dΠt
dt = 0.
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Demostración. La condición (4.113) implica que el pullback de la 2-forma λ a cada hoja
simpléctica S de Π es una 2-forma exacta, en consecuencia, λ es cerrada en cada hoja simplécti-
ca de Π, es decir, es FΠ-cerrada. Aśı, cada Πt es un tensor de Poisson en M . Ahora, tomando
en cuenta que

ker Π\
t =

(
DΠ
)◦
, ∀ t ∈ [0, 1]; (4.114)

se concluye que ι̇∗S(λ− dβ) = 0 es equivalente a \Πt(dβ − λ) = 0. 2

Demostración (del Teorema 4.6.4). Esta demostración la dividiremos en tres pasos.

Paso 1. Fijemos un subhaz vectorial L ⊂ TSM transversal a la hoja simpléctica S, es decir,
se tiene que TSM = TS ⊕ L y T∗SM = L0 ⊕ TS0. Luego, por construcción y de (4.114), se
sigue que

Π\
(
TS0

)
= 0 y Π\

(
L0
)

= TS.

La condición de λ-gauge equivalencia entre los tensores de Poisson Π y Π′ y la hipótesis
(4.106) implican que ι∗Sλ = 0, o equivalentemente, que λ[(TS) ⊆ (TS)0. Aśı, en una carta
en M , se puede hacer la identificación

(
idT∗M − t λ[p ◦Π\

p

)
'
(
I 0
∗ I

)
, ∀ p ∈ S, t ∈ [0, 1].

Por tanto, la condición de no degeneración (4.109) se cumple en un abierto U de la hoja S en
M . Luego, por el Lema 4.6.6, el tensor de Poisson Π y la 2-forma diferencial λ inducen una
curva suave t 7→ Πt de tensores de Poisson.

Paso 2. Aplicando el Lema de Poincare (generalizado) [41] a la 2-forma cerrada λ y cortando
U si es necesario, se sigue que λ = dβ para alguna 1-forma β en U con la propiedad ι∗Sβ = 0.

Aśı, por el Lema 4.6.6, se tiene una solución Zt = Π\
t(β) a la ecuación de homotoṕıa (4.101)

que satisface
Zt|S = 0, ∀ t ∈ [0, 1]. (4.115)

Paso 3. Finalmente, por (4.115) y el Lema “Flow Box”, se puede fijar U de tal manera que el
flujo FltZt del campo vectorial Zt está bien definido en U para todo t ∈ [0, 1]. Esto estabiliza
la familia de tensores de Poisson {Πt}t∈[0,1]. 2



Caṕıtulo 5

Estructuras de Dirac de Casi
Acoplamiento

Análogamente a lo que sucede con los tensores de Poisson, se pueden definir distintas
compatibilidades entre estructuras de Dirac y estructuras fibradas. Concretamente, en [66] I.
Vaisman estableció la noción de estructura de Dirac de casi acoplamiento. En este caṕıtulo se
estudia una clase particular de este tipo de estructuras de Dirac y se presentan de manera más
detallada algunos resultados obtenidos en [67] aśı como un criterio más general que garantiza
la invarianza de la propiedad de casi acoplamiento para transformaciones gauge de estructuras
de Dirac.

5.1. Estructuras de Dirac

Sea M una variedad diferencial. Recordemos que el haz tangente y contangente de M se
denotan por TM y T∗M , respectivamente. El haz de Pontryagin en M se define por

TM := TM ⊕ T∗M. (5.1)

Notemos que el rango de este haz vectorial es rankTM = 2 dimM .

El producto interior de campos vectoriales y formas diferenciales induce de manera canóni-
ca una forma bilineal simétrica en el haz de Pontryagin definida por

〈〈, 〉〉 : TM × TM → C∞M , 〈〈X1 ⊕ α1, X2 ⊕ α2〉〉 := iX1α2 + iX2α1. (5.2)

Para cualquier subespacio D ⊆ TM se define el complemento ortogonal de D respecto a
la forma bilineal 〈〈, 〉〉 por

D⊥ := { z ∈ TM | 〈〈z, z̃〉〉 = 0, ∀ z̃ ∈ D } .
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Definición 5.1.1 Un subespacio D ⊆ TM se llama una estructura casi-Dirac si es un subes-
pacio isotrópico maximal (Lagrangiano) respecto a la forma bilineal en (5.2), es decir, si

D⊥ = D. (5.3)

D se llama estructura de Dirac si cumple (5.3) y además satisface

S
(1,2,3)

〈LX1α2, X3〉 = 0, (5.4)

para cualesquier Xi ⊕ αi ∈ TM , i = 1, 2, 3. Donde el śımbolo S denota la suma ćıclica
respecto a los sub́ındices.

La ecuación (5.4) es conocida también como condición de integrabilidad para D, ver por ejem-
plo [18] . Esta terminoloǵıa se puede justificar utilizando el corchete de Courant.

Se define el corchete de Courant [13] en TM por

[[X1 ⊕ α1, X2 ⊕ α2]] := [X1, X2]⊕
(
LX1α2 − LX2α1 + diX2α1

)
, (5.5)

para cualesquiera X1 ⊕ α1, X2 ⊕ α2 ∈ TM .

Es claro que el corchete de Courant es R-bilineal pero en general no es antisimétrico y por tanto
no define una estructura de algebra de Lie en TM . De hecho, el corchete de Courant es anti-
simétrico si y solamente si d〈〈X1⊕α1, X2⊕α2〉〉 = 0, para cualesquiera X1⊕α1, X2⊕α2 ∈ TM .
Esto como parte de las consecuencias de la siguiente proposición.

Lema 5.1.2 El corchete de Courant posee las siguientes propiedades:

transposición de argumentos,

[[z2, z1]] = −[[z1, z2]] + 0⊕ d〈〈z1, z2〉〉; (5.6)

derivación del corchete,

[[ z1, [[z2, z3]] ]] = [[ [[z1, z2]], z3 ]] + [[ z2, [[z1, z3]] ]]; (5.7)

forma bilineal con un corchete,

〈〈 [[z1, z2]], z3 〉〉 =
(

S
(1,2,3)

〈LX1α2, X3〉
)
− LX2〈〈z1, z3〉〉; (5.8)

para cualesquiera zi = Xi ⊕ αi ∈ TM arbitrarios, con i = 1, 2, 3.

Cabe mencionar que (5.7) no significa que el corchete de Courant satisface la identidad de
Jacobi. De hecho se tiene que

S
(1,2,3)

[[ [[z1, z2]], z3 ]] = 0⊕ S
(1,2,3)

d
(
〈LX1α2, X3〉 − 〈LX1α3, X2〉

)
.
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Proposición 5.1.3 Una estructura casi-Dirac D ⊂ TM es una estructura de Dirac si y sólo
si su espacio de secciones es cerrado respecto al corchete de Courant, [[ΓD,ΓD]] ⊆ ΓD.

Demostración. Por (5.8) se tiene que

〈〈 [[z1, z2]], z3 〉〉 = S
(1,2,3)

〈LX1α2, X3〉.

para cualesquiera zi = Xi ⊕ αi ∈ ΓD = ΓD⊥, con i = 1, 2, 3. De esta igualdad y por (5.4) se
sigue la afirmación de esta proposición. 2

5.2. Propiedad de Casi Acoplamiento

En lo que resta de este caṕıtulo π : M −→ B denotará una variedad fibrada. Recor-
demos que V = ker dπ es la distribución vertical de π y que dada una conexión de Eh-
resmann γ ∈ Ω1(M ;V) la distribución horizontal asociada a esta conexión se denota por
H ≡ Hγ = ker γ.

Dada una estructura casi-Dirac D en M , se define una distribución singular suave en M
[66], asociada a D y a la estructura fibrada π, por

H ≡ H(D,π) := {X ∈ TM | ∃ η ∈ V◦ tq. X ⊕ η ∈ D }. (5.9)

• Una estructura casi-Dirac D en M se llama de parcialmente acoplada si

H ∩ V = {0}.

Un ejemplo natural de esta clase de estructuras de casi-Dirac lo proporcionan los campos
bivectoriales parcialmente acoplados. Para ver esto, primero notemos que dado un campo
bivectorial Π en M , si

DΠ = Graf(Π) :=
{

Π\(α)⊕ α |α ∈ T∗M
}
⊂ TM (5.10)

es la estructura casi-Dirac en M dada por la gráfica de Π, entonces

H(DΠ, π) = Π\(V◦). (5.11)

Con esto es claro que si Π es parcialmente acoplado, ver (4.1), entonces DΠ es una estructura
casi-Dirac parcialmente acoplada.

Definición 5.2.1 Una estructura casi-Dirac D en M se llama de casi acoplamiento si existe
una conexión de Ehresmann γ en M tal que

H(D,π) ⊆ Hγ . (5.12)
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En general, existen distintas conexiones de Ehresmann que satisfacen la condición (5.12).
Cuando sea necesario especificar alguna se dirá que D es una estructura casi-Dirac de casi
acoplamiento v́ıa γ, por ejemplo, y a esta conexión se le llamará una conexión de Ehresmann
adaptada a D.

Finalmente, si la distribución H en (5.12) define una distribución horizontal en M , la
estructura casi-Dirac D se dirá de acoplamiento.

A continuación se presentan propiedades generales de las estructuras casi-Dirac de casi
acoplamiento que serán de utilidad para la demostración de resultados posteriores.

Lema 5.2.2 Si D es una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento en M , entonces es
D ∩ (V⊕ {0}) = 0.

Demostración. Sea γ una conexión de Ehresman enM adaptada aD. Si v ⊕ 0 ∈ D ∩ (V⊕ {0}),
en particular es v ∈ V. Por ser 0 ∈ V◦, se sigue que v ∈ H. Luego, por la hipótesis (5.12),
es v ∈ Hγ . Por tanto, se tiene que v = 0. 2

Ahora, dada una conexión de Ehresmann γ en M , las descomposiciones (2.1) y (2.2)
inducen la siguiente descomposición del haz de Pontryagin

TM ' (H⊕ V◦)⊕ (V⊕H◦), (5.13)

Con esto, se definen los subhaces haces vectoriales de TM

DH := D ∩ (H⊕ V◦) y DV := D ∩ (V⊕H◦), (5.14)

los cuales se pueden pensar como las “componentes” horizontal y vertical de la estructura
casi-Dirac D respectivamente. Se sigue directamente de la definición que

DH ∩DV = {0}. (5.15)

También, de manera inmediata se obtiene que

DH ⊆ D⊥H en H⊕ V◦ y DV ⊆ D⊥V en V⊕H◦. (5.16)

Lema 5.2.3 Sea D es una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento v́ıa una conexión de
Ehresmann γ en M , entonces

(1) DV ∩ (V⊕ V◦) = {0},

(2) DH = D ∩ (TM ⊕ V◦),

(3) DH ∩ (V⊕ V◦) = D ∩ (V⊕ V◦) = D ∩
(
{0} ⊕ V◦

)
,

(4) D⊥H = DH en H⊕ V◦, en particular, rankDH = rankH,
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(5) D⊥V = DV en V⊕H◦, en particular, rankDV = rankV,

donde DH y DV están definidos en (5.14).

Demostración. Sea γ una conexión de Ehresman en M adaptada a D en el sentido (5.12).
(1) Notemos que (V⊕H◦) ∩ (V⊕ V◦) = V⊕ {0}. Aśı, por el Lema 5.2.2, es DV ∩(V⊕V◦) =
D ∩ (V⊕ {0}) = 0. (2) Primero, por la definición de DH en (5.14), es inmediato que DH ⊆
D∩(TM⊕V◦). Ahora, se probará que D ∩ (TM ⊕ V◦) ⊆ DH . Sea X ⊕ η ∈ D ∩ (TM ⊕ V◦).
En particular, es X ∈ H, por ser η ∈ V◦. Luego, por (5.12), es X ∈ H. Aśı, se tiene que
X ⊕ η ∈ H⊕ V◦ y por tanto es X ⊕ η ∈ DH . (3) Es consecuencia inmediata del inciso (2)
y las contenciones {0} ⊕ V◦ ⊂ V⊕ V◦ ⊂ TM ⊕ V◦. (4) Por (5.16), se tiene que DH es
un subespacio isotrópico de H⊕ V◦. Ya que dim(H⊕ V◦) = 2 dimH, es dimDH ≤ dimH.
Ahora, por el inciso (3) y observando que dim (D + TM ⊕ V◦) ≤ 2 dimM , se sigue que
dimDH ≥ dimH. Por tanto, dimDH = dimH. En consecuencia, D⊥H = DH en H⊕ V◦. (5)
Primero, de (5.16), se sigue que dimDV ≤ dimV. Ahora, se probará que dimV ≤ dimDV .
Para esto, sea S ⊆ D tal que D = DH ⊕S. Notemos que por el inciso (4) es dimS = dimV.
Ahora, relativas a la descomposición (5.13), consideremos las proyecciones (lineales) prH :
TM → H⊕V◦ y prV : TM −→ V⊕H◦. Aśı, dado s ∈ S, se tiene una descomposición única
s = prH(s) + prV (s). Notemos que 0 = 〈〈s, w〉〉 = 〈〈prH(s), w〉〉, para todo w ∈ DH . Esto impli-
ca que prH(s) ∈ D⊥H ∩ (H⊕ V◦). Luego, por el inciso (4), se sigue que prH(s) ∈ DH . En con-

secuencia, s− prH(s) ∈ DV . Ahora, si se define el subespacio S̃ := span{s− prH(s) | s ∈ S}
es claro que S̃ ⊆ DV y D = DH ⊕ S̃. En particular, dim S̃ = dimV. Mostrando aśı que
dimV ≤ dimDV . Con lo cual es dimDV = dimV, lo que implica que D⊥V = DV en V ⊕
H◦. 2

Notemos que por el inciso (2) del lema anterior se tiene que H = prTM (DH), donde
prTM : TM → TM es la proyección canónica al haz tangente de M .

A continuación se muestra que los campos bivectoriales de casi acoplamiento inducen de
manera natural estructuras casi-Dirac de casi acoplamiento.

Gráfica de Campos Bivectoriales de Casi Acoplamiento. Sea Π un campo bivectorial
de casi acoplamiento en M , ver (4.2). Luego, si DΠ es la gráfica de Π definida en (5.10), como
consecuencia de (5.11), las nociones de casi acoplamiento para campos bivectoriales (4.2) y
estructuras de Dirac (5.9) coinciden.

Recordemos que, por el Teorema 4.1.17, Π admite una única descomposición bigraduada
Π = ΠH + ΠV , donde ΠH ∈ Γ ∧2 H y ΠV ∈ Γ ∧2 V. Como consecuencia de esta descomposi-
ción se tiene que las distribuciones asociadas a DΠ definidas por (5.14) son, respectivamente,

DΠ
H = CΠ

H ⊕ V◦ y DΠ
V = CΠ

V ⊕H◦,

donde CΠ
H y CΠ

V son las componentes horizontal y vertical de la distribución caracteŕıstica
de Π definidas en (4.23). Notemos que de manera equivalente se tiene que

DΠ
H = Graf

(
ΠH |V◦

)
y DΠ

V = Graf
(
ΠV |H◦

)
. (5.17)
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Corolario 5.2.4 Sean Π un campo bivectorial en M y DΠ la estructura casi-Dirac dada por
su gráfica definida en (5.10). Entonces,

DΠ es parcialmente acoplado si y solamente si Π lo es,

DΠ es de casi acoplamiento si y solamente si Π lo es,

DΠ es de acoplamiento si y solamente si Π lo es,

Demostración. Es consecuencia directa de (5.11). 2

5.2.1. Resultados Básicos

En este apartado se presentan algunos resultados para la familia de estructuras casi-Dirac
de casi acoplamiento. El primero de ellos es una caracterizaćıon de estas estructuras.

Proposición 5.2.5 Sea M una variedad fibrada y D una estructura casi-Dirac en M . Si D
es de casi acoplamiento, entonces

D = DH ⊕DV , (5.18)

donde DH y DV están definidos en (5.14).

Demostración. Sea γ una conexión de Ehresmann en M adaptada a D. Por propiedades
generales en espacios vectoriales se tiene que

(
D∩ (H⊕V◦)

)
⊕
(
D∩ (V⊕H◦)

)
⊆ D∩TM . O

equivalentemente, DH ⊕DV ⊆ D. Luego, por los incisos 4 y 5 del Lema 5.2.3, se tiene que
dimDH + dimDV = dimD. Por tanto, es D = DH ⊕DV . 2

Corolario 5.2.6 Para una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento D, la condición (5.9)
es equivalente a la descomposición (5.18) si y solamente si

DV ∩ (V⊕ {0}) = {0}. (5.19)

Por este corolario, la interseción en el lado izquierdo de la igualdad en (5.19) se puede
pensar como una medida de la obstrucción a la equivalencia entre (5.9) y (5.18). Como a
continuación se muestra, para el caso de campos bivectoriales de casi acoplamiento (5.19) se
cumple de manera automática.

Ejemplo 5.2.7 Para la estructura casi-Dirac de casi acoplamiento en (5.10) dada por la
gráfica de Π (de casi acoplamiento) las condiciones (5.9) y (5.18) son equivalentes. Esto se
debe a que (5.19) se cumple por ser en este caso DV la gráfica de un campo bivectorial vertical,
ver (5.17). Otra manera de ver esto es observando que Graf(Π) = Graf(ΠH |V◦)⊕Graf(ΠV |H◦).
/
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Ejemplo 5.2.8 Sea γ una conexión de Ehresmann en M . Entonces, la gráfica Graf(σ) =
{X ⊕ σ[(X) |X ∈ TM}, de una 2-forma horizontal σ ∈ Γ ∧2 V◦, es una estructura casi-
Dirac en M que admite una descomposición Dσ = Dσ

H ⊕Dσ
V , donde Dσ

H = Graf
(
σ|Hγ

)
y

Dσ
V = Graf

(
σ|V
)
. Sin embargo, en este caso se tiene que H(Dσ, π) = TM , lo que implica

que no existe conexión de Ehresmann que satisfaga la condición (5.9). Por tanto, Dσ no es de
casi acoplamiento. /

Nota 5.2.9. En [66] I. Vaismann define una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento como
aquella que admite una descomposición como en (5.18). Por lo ilustrado en los dos ejemplos
anteriores, (5.18) y la definición (5.12) aqúı presentada no son equivalentes. Por la Proposición
5.2.5, es claro que (5.12) implica la definición presentada por I. Vaismann. /

A continuación se presenta uno de los principales resultados de este apartado.

Teorema 5.2.10 Sea M una variedad fibrada. Si D es una estructura casi-Dirac de casi
acoplamiento v́ıa una conexión de Ehresmann γ, entonces existe un campo bivectorial vertical,
P ∈ Γ ∧2 V, tal que

DV = Graf(P |H◦) = {P \(µ)⊕ µ | µ ∈ H◦}. (5.20)

Aún más, si D es una estructura de Dirac, entonces P es un tensor de Poisson vertical.

Para la demostración de este teorema se presentan primero algunos lemas auxiliares.

Lema 5.2.11 Sea D una estructura casi-Dirac en M . Entonces, el (subhaz) anulador de la
distribución H(D,F) definida en (5.9) es

H◦ = {α ∈ T∗M
∣∣ ∃ v ∈ V tq. v ⊕ α ∈ D }. (5.21)

Demostración. Sea A = {α ∈ T∗M | ∃ v ∈ V tq. v ⊕ α ∈ D}. Primero, se probará que H◦ ⊆
A. Para esto supóngase que H◦ * A y sea α ∈ A tal que α /∈ H◦. Luego, existe v ∈ V tal
que v ⊕ α ∈ D y 〈α,X〉 6= 0 para algún X ∈ H. Ahora, para este X existe η ∈ V◦ tal
que X ⊕ η ∈ D. Luego, 0 = 〈〈v ⊕ α,X ⊕ η〉〉 = 〈α,X〉+ 〈η, v〉 = 〈α,X〉. Pero esto contradice
el hecho que 〈α,X〉 6= 0. Por tanto es H◦ ⊆ A. Ahora, se probará que A ⊆ H◦. Dado α ∈ A,
existe v ∈ V tal que v ⊕ α ∈ D. Ahora, sea X ∈ H un elemento arbitrario. Para este X
existe η ∈ V◦ tal que X ⊕ η ∈ D. Luego, 0 = 〈〈v ⊕ α,X ⊕ η〉〉 = 〈α,X〉+ 〈η, v〉 = 〈α,X〉. De
esto se sigue que 〈α,X〉 = 0 para cualquier X ∈ H, es decir, α ∈ H◦. Por tanto, A ⊆ H◦. 2

Corolario 5.2.12 Si D es de casi acoplamiento, entonces para cada α ∈ H(D,F)◦ existe un
único v ∈ V tal que v ⊕ α ∈ D.

Demostración. Dado α ∈ H◦, por definición, existe v ∈ V tal que v ⊕ α ∈ D. Supóngase que
existe ṽ ∈ V tal que ṽ ⊕ α ∈ D. Luego, es (v − ṽ)⊕ 0 ∈ D y por el Lema 5.2.2 se tiene que
(v − ṽ)⊕ 0 = 0. Por tanto, v = ṽ.
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Corolario 5.2.13 Cada estructura casi-Dirac de casi acoplamiento en una variedad fibrada
M induce un campo bivectorial vertical en M .

Demostración. Sea D una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento v́ıa una conexión de
Ehresmann γ en M . Dado µ ∈ H◦, por (5.9), es µ ∈ H◦. Luego, por el Corolario 5.2.12,
existe un único v ∈ V tal que v ⊕ µ ∈ D. El hecho de que este v sea único induce un
morfismo de haces vectoriales P \ : H◦ → V definido por µ 7→ P \(µ) := v. Este morfismo
de haces determina una función R-bilineal y antisimétrica

P : H◦ ×H◦ −→ R, (µ1, µ2) 7−→ P (µ1, µ2) := 〈µ1, P
\(µ2)〉.

La R-bilinealidad de P es clara y la antisimetŕıa se tiene por ser P \(µi)⊕ µi ∈ D. En efecto,
P (µ2, µ1) = 〈µ2, P

\(µ1)〉 = −〈µ1, P
\(µ2)〉 = −P (µ1, µ2). Además, declarando que ι̇ηP = 0,

para todo η ∈ V◦, se tiene que la función P induce un campo bivectorial vertical en M :
P ∈ Γ ∧2 V. 2

Demostración (del Teorema 5.2.10). Por ser D de casi acoplamiento, debido al Corolario
5.2.13, existe un campo bivectorial vertical P ∈ Γ ∧2 V inducido por D. A continuación, se
probará que la gráfica de P , en H◦, coincide con DV . Por definción, se tiene que

Graf
(
P |H◦) = {P \(µ)⊕ µ |µ ∈ H◦} = {v ⊕ µ ∈ D | v ∈ V, µ ∈ H◦ } ⊆ D ∩ (V⊕H◦) = DV .

Notemos que dim
(
Graf(P |H◦)

)
= dimH◦ = dimV. Luego, por el inciso (5) de Lema 5.2.3,

se sigue que
Graf

(
P |H◦) = DV . (5.22)

Ahora, se probará que si D es una estructura de Dirac, entonces P es un tensor de Poisson.
Sean zi = P \(µi)⊕µi ∈ ΓDV , con µi ∈ ΓH◦ para i = 1, 2. Por ser D una estructura de Dirac
se tiene que [[z1, z2]] ∈ D, con [[, ]] el corchete de Courant definido en (5.5). Para verificar esta
afirmación primero notemos que

[[P \(µ1)⊕ µ1, P
\(µ2)⊕ µ2]] =

[
P \(µ1), P \(µ2)

]
⊕ {µ1, µ2}P ∈ D, (5.23)

donde {, }P denota el corchete para 1-formas diferenciales en M inducido por P :

{α1, α2}P = LP \(α1)α2 − LP \(α2)α1 + dι̇P \(α2)α1

Notemos que
[
P \(µ1), P \(µ2)

]
∈ ΓV, por ser P \(µi) ∈ ΓV. Para probar que P es un ten-

sor de Poisson se probará que
[
P \(α1), P \(α2)

]
= P \

(
{α1, α2}P

)
, para todo αi ∈ ΓT∗M .

Para esto es suficiente mostrar que esta igualdad se cumple para las secciones de V◦ y H◦.
En efecto, primero, se tiene que

[
P \(µ1), P \(µ2)

]
= P \

(
{µ1, µ2}P

)
, para toda µi ∈ ΓH◦. Es-

to como consecuencia de lo siguiente: dado v ⊕ α ∈ D ∩ (V⊕ T∗M), por la descomposición
D = DH ⊕Graf(P |H◦), se tiene que v ⊕ α = h⊕ η + P \(µ)⊕ µ para alguna h⊕ η ∈ DH y
µ ∈ H◦. De esto se sigue que debe ser h = 0, v = P \(µ) y α = η+µ. Como, P \(α) = P \(µ),
se tiene que v ⊕ α = P \(α) ⊕ α ∈ Graf P . Aplicando esto a

[
P \(µ1), P \(µ2)

]
⊕ {µ1, µ2}P ∈

D ∩ (V ⊕ T∗M) se sigue que
[
P \(µ1), P \(µ2)

]
= P \

(
{µ1, µ2}P

)
. Para el siguiente caso se

tiene que
[
P \(η1), P \(η2)

]
= 0 y P \

(
{η1, η2}P

)
= 0, para toda η1, η2 ∈ ΓV◦. Esto es

por ser P \(ηi) = 0. Finalmente, de manera análoga, se prueba que
[
P \(µ), P \(η)

]
= 0 y

P \
(
{µ, η}P

)
= 0, para cualesquiera η ∈ ΓV◦, µ ∈ ΓH◦. En conclusión,

[
P \(α1), P \(α2)

]
=

P \
(
{α1, α2}P

)
, para toda αi ∈ T∗M . Por lo tanto, P es un tensor de Poisson. 2
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Corolario 5.2.14 Si D es una estructura de Dirac de casi acoplamiento en M , entonces DV

en (5.17) es cerrado bajo el corchete de Courant, es decir, [[ΓDV ,ΓDV ]] ⊆ ΓDV .

Demostración. Es consecuencia directa de (5.23). 2

Transformaciones Gauge. Análogamente a lo que sucede para el caso de campos bivec-
toriales de casi acoplamiento, surge de manera natural el problema de encontrar condiciones
bajo las cuales las llamadas transformaciones gauge para estructuras de casi-Dirac preservan
la propiedad de casi acoplamiento.

Sea D una estructura casi-Dirac en M no necesariamente de casi acoplamiento. Recorde-
mos que dada una 2-forma diferencial λ ∈ Γ ∧2 T∗M la distribución en TM

D = {X ⊕ (α− iXλ) |X ⊕ α ∈ D} (5.24)

es una (nueva) estructura de casi-Dirac en M . En este contexto, a la función τλ : D 7→ D se
le llama la transformación gauge de D asociada a la 2-forma λ, o más brevemente, la trans-
formación λ-gauge de D.

Si D es una estructura de Dirac y λ es una forma diferencial cerrada, entonces D es nueva-
mente una estructura de Dirac en M .

Nota 5.2.15. En general, las transformaciones gauge de estructuras casi-Dirac están definidas
en cualquier variedad diferencial, no necesariamente fibradas. /

Teorema 5.2.16 Sea D = DH⊕Graf(P |H◦) una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento
v́ıa una conexión de Ehresmann γ en M . Si λ = λ2,0 +λ1,1 +λ0,2 es una 2-forma diferencial
tal que el operador (

idT∗M − λ[0,2 ◦ P \
)∣∣

H◦ : H◦ → H◦ es invertible, (5.25)

entonces la transformación λ-gauge de D definida en (5.24) es de casi acoplamiento v́ıa la
conexión de Ehresmann

γ̃ = γ −
(

idTM − P \ ◦ λ[0,2
)−1 ◦ P \ ◦ λ[1,1.

Aún más, la condición (5.25) es independiente de γ.

Demostración. Primero, por (5.14) y (5.20), la estructura casi-Dirac de casi acoplamiento D
es descrita por

D =
{
h⊕ η + P \µ⊕ µ

∣∣∣h⊕ η ∈ DH , µ ∈ H◦
}

=
{(
h+ P \µ

)
⊕
(
η + µ

) ∣∣∣h⊕ η ∈ DH , µ ∈ H◦
}
,

donde h ∈ H y η ∈ V◦. Luego, por (5.24), se tiene que la transformación λ-gauge de D es
dada por

D =
{(
h+ P \µ

)
⊕
(
η − λ[2,0h− λ[1,1P \µ+ µ− λ[1,1h− λ[0,2P \µ

) ∣∣∣h⊕ η ∈ DH , µ ∈ H◦
}
.
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Aśı, utilizando esta descripción, se tiene que

D ∩
(
TM ⊕ V◦

)
= D ∩

{
µ− λ[1,1h− λ[0,2P \µ = 0

}
= D ∩

{(
I − λ[0,2 ◦ P \

)
µ = λ[1,1h

}
,

con I ≡ idT∗M . Ahora, por la hipótesis (5.25), es

D ∩
(
TM ⊕ V◦

)
= D ∩

{
µ =

(
I − λ[0,2 ◦ P \

)−1 ◦ λ[1,1(h)
}

=
{(
h+ Ξ(h)

)
⊕
(
η − (λ[2,0 − λ[1,1 ◦ Ξ)(h)

) ∣∣∣h ∈ H, η ∈ V◦
}
.

donde se ha definido Ξ := P \ ◦ (I − λ[0,2 ◦ P \)−1 ◦ λ[1,1. En consecuencia, por (5.9), se tiene
que

H = H
(
D,π

)
=
{
h+ Ξ(h)

∣∣h ∈ H(D,π)
}

=
(
idTM + Ξ

)(
H
)
. (5.26)

Ahora, por otro lado, notemos que por definición es Im Ξ ⊆ V ⊆ ker Ξ. Por tanto, γ̃ = γ −Ξ
define una conexión de Ehresmann en M . Aśı, por hipótesis y (2.9), se sigue que

H =
(
idTM + Ξ

)(
H
)
⊆
(
idTM + Ξ

)(
H
)

= H̃,

con H̃ la distribución horizontal inducida por γ̃. Por lo tanto, D es una estructura casi-Dirac
de casi acoplamiento v́ıa γ̃. 2

Si bien con esta proposición se presenta una familia de 2-formas diferenciales λ cuya
transformación gauge asociada preserva la propiedad de casi acoplamiento para estructuras
de (casi) Dirac, aún queda por estudiar el caso general, esto es, formular un resultado análogo
para una 2-forma diferencial λ arbitraria.

Corolario 5.2.17 Sea D = DH⊕Graf(P |H◦) una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento
v́ıa una conexión de Ehresmann γ en M . Si λ = λ2,0 +λ1,1 es una 2-forma diferencial cerrada
en M , entonces la transformación λ-gauge de D definida en (5.24) es de casi acoplamiento.

Corolario 5.2.18 Sea D una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento en M . Dada una
1-forma horizontal µ ∈ ΓV◦, la transformación (−dµ)-gauge de D es nuevamente una es-
tructura casi-Dirac de casi acoplamiento en M . Aún más, si D es una estructura de Dirac,
entonces transformación (−dµ)-gauge es una estructura de Dirac.
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