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Introducci�on

En el presente trabajo, se hace una revisi�on principalmente sobre controlabilidad con controles
positivos. Particularmente, se presenta una demostraci�on completa del teorema de caracterizaci�on
de Brammer para sistemas lineales aut�onomos de la forma

_x = Ax + Bu

En el primer cap��tulo, comenzamos con el espacio de polinomios K[t]. Sea A : V ! V un operador
lineal. Existe un polinomio no nulo f 2 K[t] tal que f(A) = 0. M�as a�un, existe un vector propio
no nulo de A. Si �1; : : : ; �n son los n valores propios distintos de A, y la multiplicidad algebr�aica
de cada valor propio coincide con su multiplicidad geom�etrica, entonces es posible encontrar una
base fv1; : : : ; vng de vectores propios, con la cual la matriz asociada con el operador lineal A, es
diagonal. Si la multiplicidad geom�etrica no coincide con la algebr�aica, entonces la base est�a formada
de vectores propios generalizados. El subespacio propio V�k

, es el subespacio de V generado por
los vectores propios asociados a �k. El subespacio propio generalizado V 0

�k
, es el generado por los

vectores propios generalizados asociados a �k. Un abanico de A en V , es una sucesi�on de subespacios
fV1; : : : ; Vng, de tal forma que cada Vk � Vk+1, k = 1; : : : ; n � 1; la dimensi�on de Vk es k, y cada Vk

es A invariante. Una base fv1; : : : ; vng es de abanico para V , si fv1; : : : ; vkg es base de Vk. Siempre
es posible encontrar una base de abanico para V , si V es un espacio vectorial de dimensi�on �nita
sobre los n�umeros complejos. Adem�as, la matriz asociada con el operador lineal A, es una matriz
triangular superior. Consecuentemente, tenemos que si P (t) es el polinomio caracter��stico de A,
entonces P (A) = 0 (Teorema de Cayley-Hamilton). Como consecuencia de todo lo anterior, se tiene
que si

P (t) = (t � �1)m1(t � �2)m2 � � � (t � �s)ms

es la factorizaci�on del polinomio caracter��stico, entonces ker(A � �kI)mk = V 0
�k

y

V =
sM

k=1

V 0
�k

:

Donde la uni�on ordenada de las bases de cada subespacio invariante V 0
�k

, es una base ordenada para
V , llamada base de Jordan. Luego, con el cambio a la base de Jordan, obtenemos la forma can�onica
de Jordan.

En el segundo cap��tulo, de�nimos los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
_x = Ax, para las cuales siempre podemos encontrar una soluci�on de la forma x(t) = eAtc, donde
c = (c1; : : : ; cn) es un vector constante. Si se presenta el problema con condici�on inicial x(0) = x0,
la soluci�on es �unica y toma la forma x(t) = eAtx0. Si � es un valor propio de A y v un vector propio

11
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asociado con lambda, entonces una soluci�on es de la forma x(t) = eAtv. M�as a�un, si �1; : : : ; �n

son sus distintos valores propios de A (de multiplicidad uno) con sus respectivos vectores propios
v1; : : : ; vn, la soluci�on general es de la forma

x(t) = c1v1e�1t + � � � + cnvne�nt:

Si los valores propios �1; : : : ; �s, s � n, son tales que �k tiene multiplicidad mk � 1, entonces
para cada k, podemos encontrar mk vectores propios generalizados linealmente independientes
vk 1; : : : ; vk mk

, y una soluci�on de la forma

e�kt

mkX

j=1

Pkj(t)vkj ;

donde Pkj(t) son polinomios reales determinados por la multiplicidad geom�etrica de �k. As�� que, la
soluci�on general es de la forma

sX

k=1

e�kt

mkX

j=1

Pkj(t)vkj :

En el tercer cap��tulo se trabaja sobre el sistema de control

_x = Ax + Bu; (1)

donde x 2 R
n, A 2 Mn�n(R), B 2 Mn�m(R) y u 2 
 � R

m. x es la variable de estado y 
 es el
conjunto de controles admisibles. CH(
) es el casco convexo de 
. R(t) es el conjunto de puntos
(estados) que se pueden alcanzar desde un estado inicial x0 mediante controles admisibles u 2 
,
en un intervalo �nito de tiempo, J : t0 � t � t1. R(t) es compacto, convexo y var��a continuamente
en t1 > t0. M�as a�un, si 
 se extiende a su casco convexo y RCH(t) es el conjunto de alcanzabilidad
con controles en CH(
), entonces RCH(t1) = R(t1). Consecuentemente, si P es un punto en R(t1),
existe una vecindad V de P y � > 0 tal que cada R(t) contiene a V en su interior, si jt0 � t1j < �.
Todo esto nos lleva a uno de los resultados m�as fuertes en teor��a de control, se re�ere al rango
lleno de la matriz de controlabilidad, es decir, el sistema (1) es controlable si y s�olo si la matriz de
controlabilidad

C(A; B) =
�
B AB A2B � � � An�1B

�
;

tiene rango n. El sistema (1) es nulo-controlable si existe una vecindad V del or��gen, tal que cualquier
punto de V lo podemos dirigir hacia el or��gen mediante controles admisibles en 
. Si restringimos
el conjunto de controles admisibles 
 a un cono de R

m, con v�ertice en el or��gen, decimos que el
sistema es positivamente controlable, si es controlable con controles en 
.
El teorema principal sobre controlabilidad positiva, en este trabajo, es el teorema de Brammer.
Si existe un control u 2 
, tal que Bu = 0 y CH(
) 6= �, entonces las condiciones necesarias y
si�cientes para que (1) sea nulo-controlable son

(i) rango C(A; B) = n

(ii) no exista vector propio v de AT tal que

hv; Bui � 0; para toda u 2 
:

Jorge A. L�opez R. UNISON 12
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Como consecuencia tenemos que si 
 � R
m es un cono con v�ertice en el or��gen con interior dis-

tinto del vac��o, entonces (i) y (ii) son condiciones necesarias y su�cientes para que el conjunto de
alcanzabilidad sea todo R

n.
En el cuarto cap��tulo se presentan algunas caracterizaciones de sistemas con control positivo con
la Matriz A en forma de Jordan �o diagonal por bloques de Jordan, cuyas pruebas se basan en el
teorema de Brammer. Si el sistema (1) tiene como matriz A, un solo bloque de Jordan de tama~no
n � n, con un s�olo valor propio real, de tal forma que su multiplicidad geom�etrica coincide con la
algebr�aica, entonces el sistema es positivamente controlable con n + 1 controles si y s�olo si, B tiene
rango n y existe una columna bk de B tal que

bk =
n+1X

j=1;j 6=k

cjbj ; con cj < 0:

De hecho, no es positivamente controlable con n o menos controles.
Si (1) tiene a la matriz A como un solo bloque de Jordan de tama~no n � n, con un valor propio real
tal que su multiplicidad geom�etrica es igual a uno, entonces el sistema es positivamente controlable
si y s�olo si, en el �ultimo rengl�on de B hay dos entradas distintas de signos opuestos. M�as a�un, solo
se necesitan dos controles para su controlabilidad.
Si la matriz A del sistema (1) es un solo bloque de Jordan de tama~no n � n, con n valores propios
reales distintos, entonces el sistema es controlable con control positivo si s�olo si, en cada rengl�on de
B hay dos entradas de signos opuestos.
Para el caso complejo, la matriz A del sistema (1) es una matriz real de tama~no 2n � 2n, como un
solo bloque de Jordan de la forma

A2n�2n =

2
666664

� � � � � 0 0
�� � � � � 0 0

...
...

. . .
...

...
0 0 � � � � �
0 0 � � � �� �

3
777775

; (2)

la cual tiene como valores propios complejos � = � � �, de multiplicidad n cada uno. La compleji-
�caci�on de A, est�a de�nida como la matriz compleja de tama~no n � n

A
C

=

2
6664

� � i� 0 � � � 0
0 � � i� � � � 0
...

...
. . .

...
0 0 � � � � � i�

3
7775 :

Por otro lado, la compleji�caci�on para un vector real b = (b1; b2; b3; b4; : : : ; b2n�1; b2n)T , se de�ne
como el vector complejo en C

n

bC =

2
64

b1 + ib2
...

b2n�1 + ib2n

3
75 :

Entonces el sistema (1) es controlable con control positivo si y s�olo si < BC >= C
n.

En el quinto cap��tulo, tratamos un m�etodo para encontrar valores propios de matrices de gran
tama~no. A es una matriz de tama~no n � n y G(A) la gr�a�ca dirigida asociada a A. A1; : : : ; Ar son
las submatrices de A asociadas a las componentes c��clicas fuertes de G(A), entonces el conjunto

Jorge A. L�opez R. UNISON 13
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de valores propios de A, es igual a la uni�on de los conjuntos de valores propios de A1; : : : ; Ar,
incluyendo multiplicidad. Algunas veces, las submatrices asociadas a las componentes c��clicas, no
tienen sus componentes agrupadas en un solo bloque dentro de A. En este caso, tenemos que separar
las componentes c��clicas de las ac��clicas (aunque algunas veces una componente ac��clica se puede
combinar con una c��clica para formar un ciclo m�as grande). El primer paso es convertir a la matriz
A en su forma booleana, denotada por AB, reemplazando todas sus entradas distintas de cero por
el n�umero 1, y las entradas cero se mantienen igual a cero. Lo siguiente es encontrar una matriz
P tal que la matriz AB sea similar a P �1ABP . En nuestro caso, la matriz P es una matriz de
permutaci�on, cuya inversa P 0 = P T coincide con P �1. Luego, se identi�can las componentes c��clicas
de P 0ABP y se separan los respectivos bloques. Se realiza la transformaci�on P 0AP y se separan sus
bloques como los de P 0ABP . Tales bloques con las submatrices A1; : : : ; Ar. Para encontrar la matriz
de similaridad P , calculamos primero la matriz de alcanzabilidad R de la digr�a�ca G(A) como

R = A0
B _ A1

B _ � � � _ An�1
B ;

donde Aj
B = AB _ ^AB _ ^AB _ ^ � � � _ ^AB. Enseguida, se calcula la transpuesta de la negaci�on

booleana de R, R
0
, y se realiza la multiplicaci�on R ^ R

0
. Una vez realisado estas operaciones,

realizamos el siguiente algoritmo:

(1) Suma aritm�eticamente las entradas de cada columna de R ^ R
0
.

(2) Para formar el vector de posiciones V , ordena de izquierda a derecha los n�umeros de la suma,
de mayor a menor.

(3) Agrupa las posiciones que tengan el mismo valor.

(4) Repita (2) y (3) hasta agotar las posiciones.

y la matriz resultante es la matriz de permutaci�on P .

Jorge A. L�opez R. UNISON 14



Introduction

In this work, we principally deal about controllability with positive controllers. Particulary, we
present a complete pro� of the Brammer’s theorem for linear autonomous systems in the form

_x = Ax + Bu:

In the �rst chapter, we begin with the polynomials space K[t]. Let A : V ! V be a linear trans-
formation. There exists a nonzero polynomial f 2 K[t] such that f(A) = 0. Moreover, there exists
a non zero eigenvector of A. If �1; : : : ; �n are the n distinct eigenvalues of A, and the each one
eigenvalue algebraic multiplicity is equal to the geometric multiplicity, then there exists an eigen-
vectors base fv1; : : : ; vng which the matrix associated with A is a diagonal matrix. If the geometric
multiplicity no matches the algebraic, then the base is composed by generalized eigenvectors. The
eigenspace V�k

is the subspace of V generated by eigenvectors, and the generalized eigenspace V 0
�

is generated by generalized eigenvectors determined by �.
A fan of A on V is a subspace sequence fV1; : : : ; Vng, satisfying Vk � Vk+1, for all k = 1; : : : ; n � 1;
the rank of Vk is k; and every subspace Vk is A�invariant. A base fv1; : : : ; vng is a fan base for V
if fv1; : : : ; vkg is a base for Vk. We ever can �nd a fan base for a vector space V over the complex
numbers. Furthermore, the associated matrix with A is an upper triangular matrix. Consequently,
if P (t) is the characteristic polynomial of A, then we get the Hamilton-Cayley’s Theorem, i. e.,
P (A) = 0.
As a consecuence, if the factorization of the characteristic polynomial P (t) is given by

P (t) = (t � �1)m1(t � �2)m2 � � � (t � �s)ms ;

then

ker(A � �kI)mk = V 0
�k

;

and

V =
sM

k=1

V 0
�k

:

Therefore, the ordered bases junction of the eigenspaces V 0
�k

is a ordered base for V called Jordan
base. Thus, by changing of base we obtain the Jordan canonic form.

In second chapter, we de�ne the ordinary (linear) diferential equations systems

_x = Ax;

15
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which we ever can �nd a solution in the form x(t) = eAt � c, where c = (c1; : : : ; cn)T is a constant
vector. If is presented the bounded problem with bounded value x(0) = x0, the solution is uniquely
determined and takes the form x(t) = eAtx0. � is an eigenvalue of A and v an eigenvector determined
by �, then a solution is in the form x(t) = eAtv. Moreover, if �1; : : : ; �n are the distinct (with
multiplicity one) eigenvalues with respective eigenvectors v1; : : : ; vn, the general solution has the
form

x(t) = c1v1e�1t + � � � + cnvne�nt:

If the eigenvalues �1; : : : ; �s, with s � n, are such that �k has multiplicity mk � 1, then for each k,
we can �nd mk generalized eigenvectors linearly independents vk 1; : : : ; vk mk

and a solution in the
form

e�kt

mkX

j=1

Pkj(t)vkj ;

where Pkj(t) are real polynomials determined by the geometric multiplicity of �k. Thus, the general
form solution takes the form

sX

k=1

e�kt

mkX

j=1

Pkj(t)vkj :

In the third chapter, we work around the control system

_x = Ax + Bu; (3)

where x 2 R
n, A 2 Mn�n(R), B 2 Mn�m(R) and u 2 
 � R

m. x is the state variable and 
 is the
admissible control set. CH(
) is the convex hull of 
. R(t) is the set of reachable states which we
can reach from an initial state x0 with controllers u(t) � 
 on J : t0 � t � t1. R(t) is compact,
convex and varies continuously with t1 > t0. Moreover, if 
 is relaxed to it convex hull CH(
)
and if RCH(t) is the corresponding reachability set for all controllers u(t) � CH(
) on J , then
R(t1) = RCH(t1). As consecuence, if P lies in R(t1), there exists a neighborhood V of P and � > 0
such that each R(t) contains V if jt0 � t1j < �.
All this leads us to one of the strongest result on control theory, which refers to full rank of the
controllability matrix C(A; B), that means, system (3) is controllable if only if the controllability
matrix

C(A; B) =
�
B AB A2B � � � An�1B

�

has rank n. System (3) is null-controllable if there exist an origin neighborhood V such that any
state in V can be steered to origin with all controllers u(t) � 
.
The main theorem on controllability in this work is the Brammer’s theorem. If there exists u � 

such that Bu = 0 and CH(
) 6= �, then the following conditions are necessary and su�cient for
null-controllability of (3):

(i) RangoC(A; B) = n

(ii) there is no real eigenvector v of AT such that

hv; Bui � 0 8u 2 
:

Jorge A. L�opez R. UNISON 16
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As an inmediate consecuence, if 
 is any cone (orthant) of R
m with vertex at the origin and with

interior non empty, then (i) and (ii) are the conditions necessary and su�cient to ensure to R1 be
all R

n.

On fourth chapter, presents some characterizations of positive control systems with matrix A in
diagonal Jordan form or block Jordan form, and each pro� is based on the Brammer’s Theorem.
Let (�rst orthant) 
 = R

m
+ be the admissible control set, we say the system is controllable positively

if it is controllable with controller u(t) � 
. If the system (3) has an n�n matrix A, with only once
block real eigenvalue which it geometric and algebraic multiplicity are the same, then the system
(3) is positively controllable with n + 1 controllers if and only if rank(B) = n and there exists a
column bk in B such that

bk =
n+1X

j=1;j 6=k

cjbj ; con cj < 0:

In fact, is not controllable with n controllers or less than these.
If the system (3) has an n � n matrix A, with only once block real eigenvalue such that it geometric
multiplicity is one, then the system (3) is positively controllable if and only if, in the last line of B,
there are two input with oppossed sign. Moreover, we need only two controls for controllability.
If the system (3) has an n�n matrix A, with n di�erent eigenvalues, then the system is controllable
with positive controllers if and only if, each row of B has two input with oppossed sign. On complex
case, the system (3) has an 2n � 2n real matrix A with only once block Jordan repetidely n times
in the form

A2n�2n =

2
666664

� � � � � 0 0
�� � � � � 0 0

...
...

. . .
...

...
0 0 � � � � �
0 0 � � � �� �

3
777775

; (4)

with eigenvalues � = ��i�, each one with multiplicity equal n. The Compleji�cacion of A is de�ned
as the complex n � n matrix

A
C

=

2
6664

� � i� 0 � � � 0
0 � � i� � � � 0
...

...
. . .

...
0 0 � � � � � i�

3
7775 :

In other hand, the compleji�cacion for a 2n�vector is de�ned by the complex n�vector

bC =

2
64

b1 + ib2
...

b2n�1 + ib2n

3
75 :

Thus, the system (3) is controllable with positive controls if and only if < BC >= C
n.

In the �fth chapter, we deal a method with a view towards �nding eigenvalues for long scale matrices.
Let A be an n � n matrix and G(A) being it associated digraph. Let A1; : : : ; Ar be the submatrices
of A associated to strong aciclic components of G(A), and E(Ak) being the spectrum (eigenvalues
set) for each Ak, k = 1; : : : ; r, then the spectrum of A is given by

E(A) = E(A1) [ � � � [ E(Ar)

Jorge A. L�opez R. UNISON 17
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including multiplicity. Sometimes, the entries of some submatrices which represents a strong ciclic
component is not agruped on a block. To achieve this, we have to separate the aciclic and the ciclic
components (though sometimes they must be combined to achieve a bigger ciclic component). The
�rst step is to change the matrix A to it boolean form, denoted as AB, by replacing all the nonzero
entries by the number one, the other zero entries stay there. The following is �nd a permutation
matrix P such that the matrix AB be similar to P 0ABP and it ciclic components being grouped on
blocks. In this case the matrix P �1 matches P 0 = P T . Next, we identify the ciclic components of
P 0ABP and separate their corresponding blocks. Apply the transformation on to A to obtain P 0AP
and separate the blocks as done on P 0ABP . That blocks are the submatrices A1; : : : ; Ar. To �nd
the permutation matrix P , calculate the reachability matrix R of the digraphic G(A) as

R = A0
B _ A1

B _ � � � _ An�1
B ;

where Aj
B = AB _ ^AB _ ^AB _ ^ � � � _ ^AB. Next, calculate the transpose of the boolean negation

of R, denoted as R
0
, and by multiplying R ^ R

0
. Finally, we follow the following algorithm:

(1) Sum arithmetically the entries of the columns of R ^ R
0
.

(2) To for the vector of positions V , write from left to right the numbers of the sum which have
the same highest value.

(3) Group positions which have the same value together.

(4) Repeat (2) and (3) until full positions.

The matrix arising is the permutation matrix P .
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1
Cap��tulo

�Algebra lineal

Para empezar nuestro an�alisis objetivo en controlabilidad positiva, es necesario tener en cuenta
algunos conceptos b�asicos de �algebra lineal que ser�an debastante utilidad en el transcurso del
desarrollo de los temas siguientes. Tales conceptos que nosrelacionan a dos tipos de objetos diferentes
como lo son los polinomios y los operadores lineales �o sus matrices asociadas. En algunos contextos,
no se har�a distinci�on entre un operador lineal y su matriz asociada.

x 1.1. Polinomios y matrices

1.1.1. Polinomios

Primero daremos las de�niciones y reglas b�asicas para los polinomios.

K es un campo.

De�nici�on 1.1. De�nimos un polinomio sobre K , como una funci�on de K sobre s�� mismo, tal que
existen elementosa0; a1; : : : ; an 2 K tales que

f (t) = an tn + an� 1tn� 1 + � � � + a0

para todo t 2 K . Al conjunto de polinomios con coe�cientes enK se denota comoK [t].

Tomemos

g(t) = bm tm + � � � + b0

en K [t], dondebj 2 K , entonces se puede formar la sumaf + g. Para n � m se puede escribirbj = 0
cuando j > m ,

g(t) = 0 tn + � � � + bm tm + � � � + b0;

entonces se pueden escribir los valores de la sumaf + g como

f (t) + g(t) = an tn + � � � + a0 + bn tn + � � � + b0

= ( an + bn )tn + � � � + ( a0 + b0)

= ( f + g)( t):
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